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Resumen

El n-ésimo producto simétrico de un continuo X, es el espacio F,(X) de los
subconjuntos no vacios de X de cardinalidad a lo méas n, dotado con la topologia
de Vietoris. En este trabajo se describe la clasificaciéon de los n-ésimos productos
simétricos de graficas finitas por medio de homotopia, teniendo como modelos
universales los n-ésimos productos simétricos de la cuna de n-circulos. Introdu-
cimos un C'W-complejo al que llamamos toro binomial que es homeomorfo a un
espacio que es un retracto de deformacion fuerte del segundo producto simétrico
de la cuna de n-circulos. Aplicando lo anteior calculamos el grupo fundamental,
caracteristica de Euler, grupos de homologia y cohomologia del segundo produc-
to simétrico de graficas finitas. También consideramos el (n,m)-ésimo producto
simétrico suspensién SE(X) que esta definido por el cociente F,(X)/F,(X),
para m,n € N con m < n. Mostramos que SF"(—) es un functor homotdpico.
Por lo tanto, obtenemos una clasificacién por homotopia. En particular, estudia-
mos el tipo de homotopia de SFZ(X) y, en general, calculamos la caracteristica
de Euler de SF'(X), cuando X es un grafica finita.






Abstract

The n-fold symmetric product of a continuum X, is the space F,(X) of non-
empty subsets of X of cardinality at most n, endowed with the Vietoris topology.
This document describes the classification of the n-fold symmetric product of a
finite graph by means of its type of homotopy, having as universal models the n-
fold symmetric product of the wedge the n-circles. Introduce a CW-complex called
binomial torus, which is homeomorphic to a space that is a strong deformation
retract of the second symmetric products of the wedge of n-circles. Applying the
above we calculate the fundamental group, Euler characteristic, homology and
cohomology groups of the second symmetric product of finite graphs. We also
consider the (n, m)-fold symmetric product suspension SF” (X) which is defined
by the quotient F,,(X)/F,,(X), for m,n € N with m < n. In this work we will
show that SF(—) is a homotopic functor. Thus we will obtain a classification
by homotopy. In particular, we will study the homotopy type of SFZ(X) and in
general we will calculate the Euler characteristic of SF(X) when X is a finite
graph.
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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no degenerado. Dados
un continuo X, y n € N, consideramos los siguientes hiperespacios de X:

2% = {A C X : A esno vacio y cerrado},
C(X) ={A€2¥: Aesconexo},
Fo(X)={A € 2% : A tiene como méximo n puntos}.

Dotamos a 2% con la topologia de Vietoris [11, Teorema 1.2, p. 3], que es
generada por la base

b= {(Ul,...,Uk> : U; son abiertos en X, para toda i = 1,...,k},

donde

k
<U1,...,Uk):{AEQX:AQUUiyAF‘IUZ-%@paracadaizl,...,k‘}.
i=1

La topologia de Vietoris coincide con la métrica de Hausdorff [11, Teorema
3.2, p. 18] definida por

H(A, B) = max{sup{d(a, B) : a € A},sup{d(b,A) : b € B}}.

En este trabajo los simbolos &, ~ denotan homeomorfismos y mismo tipo de
homotopia respectivamente. El hiperespacio F,,(X) es llamado n-ésimo producto
simétrico de X. La nociéon de n-ésimo producto simétrico, fue presentada por
primera vez por K. Borsuk and S. Ulam en [1], donde demostraron que para el
intervalo [ = [0,1] yn =1,2,3, F,,(I) =~ I", pero que F,(I) no puede ser encajado
en R" paran > 4. R. Molski en [17] muestra que F5(I?) es homeomorfo a I* pero
que ni F,(I?) ni Fy(I") pueden ser encajados en R?" para cualquier n > 3.
R. Bott en [5] demuestra que F3(S') ~ S3. En [19] R. M. Schori muestra que
F,(I) = cono(D™?) x I, donde D" 2 = {A € F,(I):0,1 € A} para toda n > 2,
también demuestra que Fy(I™) =~ cono(Rmel) x I™ para todo m > 1. Luego
S. Kallel and P. Salvatore en [12, Ejemplo, p. 6] muestran que F,(S?) ~ CP?
vy F»(RP?) ~ RP?, donde CP? es el plano proyectivo complejo, RP? y RP* son
espacios proyectivos reales, tales espacios los definiremos de forma general en la
Seccion 1.4 de este trabajo.

15



16 INTRODUCCION

Algunos resultados desde el punto de vista homotépico sobre F,,(X): S. Macias
en [11] muestra que para cualquier continuo X, el primer grupo de cohomologia de
Cech H'(F,(X);Z) es cero para n > 3, y D. Handel en [J] prueba que para cual-
quier n-variedad conexa cerrada M"™ (paran > 2), el grupo de cohomologia singu-
lar H (Fp(M™); Z/27) es isomorfo a Z/2Z para i = nk, y 0 para i > nk. También
muestra que las inclusiones Fy (X, zq) < For_1(X, 20) y Fi(X) — Foy1(X) indu-
cen la funcion cero en todos los grupos de homotopia para espacios de Hausdorft
y conexos por arcos X. N. Chinen y A. Koyama en [7] muestran que para n € N,
F,+1(S1) tiene el mismo tipo de homotopia que S*"* y Fy, (S*) tiene el mismo
tipo de homotopia que S**~ 1.

Por otro lado, si m,n € N, con m < n, y X es un continuo, SF"(X) denota
el espacio cociente F,(X)/F,,(X), obtenido indentificando F,,(X) a un solo pun-
to en F,(X), dotada con la topologia cociente. El espacio SFE(X) es llamado
(n,m)-ésimo producto simétrico suspension del continuo X. Algunos resultados
conocidos sobre estos espacios son: SFZ(I) es homeomorfo a I? (ver [3, Ejem-
plo 3.1, p. 598]), SFZ(S') es homeomorfo a RP? (ver [3, Ejemplo 3.3, p. 599]).
Sea n > 3 y sea X un n-odo simple con ey,...,e, sus puntos finales, enton-
ces SFZ(X) es homeomorfo al cono sobre Z, donde Z = {A € F5p(X) : ¢; €
A paraalguna i€ {1,...,n}} (ver [0, Ejemplo 3.3, p. 313]). Si X es una grafi-
ca finita, entonces F5(X) es homeomorfo a SFZ(X) si y sélo si X es un arco o un
n-odo simple (ver [0, Teorema 5.11, p. 322]). SFZ(S?) es el cociente de CP? por la
imagen del encaje de Veronese CP' — CP?, 2z — [2%: —22:1],00 — [1: 0 : 0]
(ver [13, Ejemplo 2.4, p. 233]). Para toda n > 2, SE™ ,(S') es homeomorfo a
RP"/RP"2 (ver [20, p. 3]).

Esta tesis esta dividida en tres capitulos. El Capitulo 1 trata de los concep-
tos béasicos como son: grupo fundamental, homotopia, caracteristica de Euler de
graficas finitas y presentacién finita de grupos. El lector que tenga conocimien-
tos de Topologia Algebraica, podra omitir este capitulo y pasar directamente al
Capitulo 2.

En el Capitulo 2 estudiamos los n-ésimos productos simétricos de graficas
finitas, de hecho proponemos una clasificacion por medio de homotopia, aplicando
el siguiente resultado que obtuvimos, donde x(G) denota la caracteristica de Euler
de la grafica finita G.

Teorema 2.2.1. Sea G una grdfica finita, entonces

Por ello se tendra representantes universales los cuales son la clase de los
n-ésimos productos simétricos de la cuna de r-circulos. Un problema abierto es
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hallar el tipo de homotopia de

1-x(G

)
VD]
i=1
para n > 3, pues el caso n = 2 es uno de nuestros resultados principales, a saber:

Teorema 2.4.6. Sea G una grdfica finita, entonces

FQ(G) ~ T(k;;(c)).

Donde T(l—X(G)) es un CW-complejo, lo disenamos “artesanalmente” y por
2

su construccién le llamamos toro binomial. También en este capitulo calculamos
el grupo fundamental, los grupos de homologia y cohomologia, asi como la ca-
racteristica de Euler del toro binomial. Puesto que el tipo de homotopia es un
invariante algebraico, asi los ultimos resultados del Capitulo 2 que obtuvimos fue-
ron los siguientes que corresponden a los Teoremas 2.4.7, 2.4.9, 2.4.11 y 2.4.13,
respectivamente.

Sea GG es una gréfica finita y x(G) < —1, entonces las siguientes afirmaciones
se satisfacen:

1 (FQ(G)) = Zl_X(G) .

7 st q=0,
Zl_X(G) Si
HY(F(G);Z) = 7(739)

0 si q>3.

En el Capitulo 3 estudiamos en particular el (n, m)-ésimos productos simétri-
cos suspensién de graficas finitas. Uno de los resultados vitales que se muestra
en este capitulo es la funtorialidad de SF):(—) de la categoria de los continuos
a la categoria de los (n, m)-ésimos productos simétricos suspensién de continuos.
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Mas atn, demostramos que el funtor SF”(—) es homotépico, por ello si X y
Y son continuos tales que X ~ Y, entonces SF(X) ~ SF”(Y). En particular
demostramos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Sea G una grafica finita y m,n € N con m < n, entonces
SF™(G) ~ SF;;(\/ 51),
i=1

donde r =1 — x(G).

De igual manera como en el Capitulo 2, es un problema abierto hallar el tipo

de homotopia del espacio
sE(\/ $1),
i=1

donde r =1 — x(G) y para m,n € Ncon: m <n, m >1yn >3, yaque en el
caso m = 1 y n = 2 demostramos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.6. Sea G una grdfica finita, con x(G) < —1. Entonces

1-x(G)
SFE(G) ~ \/ RP? U T(l-;;(c)).

Puesto que es bien conocida la caracteristica de Euler del espacio proyectivo
real y del toro binomial (calculada en el Capitulo 2) y aprovechando que la ca-
racteristica de Euler es un invariante homotdépico, calculamos la caracteristica de
Euler de SF?(G), a saber

MG = X(G) +2

X(SFHG)) = 5

En general calculamos la caracteristica de Euler de SF (G).

Teorema 3.4.5. Sea G una grdfica finita conr =1 — |V(G)| + |E(G)] > 2 y
m,n € N, m < n. Entonces la caracteristica de Fuler de SE]'(G) es

ey - e
+(—1)"(n o 1) - =) (m:_r ! 1)'

En la ultima secciéon abordamos el siguiente problema de homeomorfismo.

Problema: Dados m,n € N con m < n, si X es un continuo tal que SE (X)
es homeomorfo a F,,(X), entonces ;X es contractil?
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El problema atin sigue abierto, sin embargo, en esta seccién mostramos solu-
ciones particulares cuando X es una gréafica finita, con ayuda de un polinomio
que definimos y llamamos polinomio simétrico el cual esta asociado a una grafica
finita, especificamente si G es una grafica finita y r = 1 — x(G), definamos el
polinomio simétrico de grado m asociado a G' como

p(r.m) = szl(_l)j (r J;i; 1) + (=™ (r 4;7111— 1).

J=1

El resultado que relaciona F,,(X), SF}(X) y el polinomio simétrico, cuando
X es una gréfica finita, es el siguiente.

Lema 3.5.2. Sean G una grdfica finita y m,n € N con m < n. Si SE"(G) es
homeomorfo a F,,(G), entonces

p(r,m) =0,
donder =1—x(G) > 2.

Cabe mencionar que calculamos varias raices del polinomio simétrico en Mat-
hematica 10.0, asi como sus graficas correspondientes, donde observamos que:

= Si el polinomio simétrico es de grado impar, solo tiene una raiz real y el
resto son complejas. La raiz real en todos los polinomios simétricos es el
cero, en consecuencia, al traducirlo en topologia nos dice que la grafica finita
asociada al polinomio simétrico correspondiente tiene que ser un arbol. Sin
embargo, aun es un problema abierto en el caso general.

= Si el polinomio simétrico es de grado par y ademdas mayor o igual que
cuatro, entonces solo tiene dos raices reales y el resto son complejas. De las
dos raices reales se observa que solo una es entera, a saber, el niimero cero.
Asi la gréafica finita asociada al polinomio simétrico correspondiente debe
ser un arbol. Sin embargo, aun es un problema abierto en el caso general.

Por medio del uso del Mathematica 10.0, concretamente al estudio de las
raices y de las graficas de los polinomio simétrico, se concluyeron varios problemas
abiertos.
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Antecedentes

La Topologia es la versién moderna de la Geometria, ésto es, el estudio de
la naturaleza y propiedades de los espacios. Las diferentes clases de geometria
(incluyendo aqui a la Topologia como un caso especial de geometria) se distinguen
béasicamente por los diversos tipos de transformaciones que se permiten aplicar
sin que los objetos considerados realmente cambien. En la Geometria Fuclidiana,
por ejemplo, se pueden trasladar, rotar y reflejar los objetos, pero son estirarlos
ni doblarlos. De esta manera dos objetos son “congruentes” si, mediante estas
transformaciones, uno se puede sobreponer en el otro, de manera que coincidan
perfectamente.

En la Geometria Proyectiva, inventada durante el Renacimiento como res-
puesta a las necesidades de perspectiva en la pintura, dos representaciones se
consideran iguales si son puntos de vista de un mismo objeto. Por ejemplo, no
se distingue entre un circulo y una elipse, pues basta cambiar de punto de obser-
vacion para llevar uno en el otro. En la Topologia se permite cualquier cambio
que pueda ser continuamente deshecho. Por ejemplo, un circulo es lo mismo que
un tridngulo o un cuadrado; el proceso de transformacion de uno en el otro se
puede hacer de tal manera que puntos cercanos de la figura original permanezcan
cercanos en la figura final. Sin embargo, el circulo es diferente de la figura del
nimero ocho, pues aunque se puede contraer el circulo a través de dos de sus
puntos antipodales para formar al nimero ocho, el proceso inverso pierde con-
tinuidad ya que es necesario alejar considerablemente puntos que previamente
estaban cercanos. En este sentido, la Topologia es una de las formas mas basica
de la geometria y se usa en casi todas las ramas de las matemaéticas. Sin embargo,
existe una forma ain mas bésica: la Homotopia, que es la teoria que aplicaremos
a los llamados n-ésimos productos simétricos de un continuo. Usamos Topologia
para describir Homotopia; sin embargo, en esta ultima se permite una variedad
tan grande de transformaciones que el resultado se asemeja mas al Algebra que
a la Topologia. La teoria resultante es particularmente conveniente por diversos
motivos. Por una parte, el grado de algebrizacién que presenta permite efectuar
calculos de una manera eficiente y, por la otra, la experiencia ha mostrado que
la soluciéon de muchos problemas topoldgicos, geométricos y hasta diferenciales
depende tnica y exclusivamente de las propiedades homotopicas de los objetos
estudiados.

Aunque la Topologia Algebraica es una rama de las mateméticas que surge
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22 ANTECEDENTES

directamente en el siglo XX, sus origenes se remontan bastante mas atras. Por
ejemplo, la determinacion de los posibles sélidos regulares utiliza la llamada ca-
racteristica de Euler, que fue originalmente inventada para estudiar un problema
en Teoria de Graficas (Puentes de Konigsberg). Posteriormente Gauss definié el
concepto de numero de encadenamiento, un invariante homotopico para decidir
si dos circulos pueden ser separados o si, por el contrario, estan anudados. To-
das estas ideas se relacionan bajo la filosofia fundamental de que diversos tipos
de fenémenos geométricos pueden ser entendidos en términos de invariantes dis-
cretos. Una de las mejores peculiaridades de la Topologia Algebraica ha sido su
amplio grado de aplicabilidad a otros campos cientificos, por ejemplo en la Geo-
metria Diferencial y Algebraica, en la Teoria de Numeros y en la Fisica. Como
consecuencia de los métodos a desarrollarse en este trabajo, se obtendra una cla-
sificacion de los objetos de la categoria de los n-ésimos productos simétricos de
graficas finitas y de los (n, m)-ésimos productos simétricos suspension de graficas
finitas. por medio de homotopia.

La Topologia Algebraica moderna es el estudio de propiedades globales de
espacios por medio del algebra. Actualmente hay una plétora de modelos al-
gebraicos que se han construido para analizar diversas situaciones topoldgicas.
Poincaré fue el primero en relacionar el estudio de espacios topoldgicos con el
estudio de los correspondientes grupos fundamentales asociados. En el presente
trabajo se aplica este tltimo concepto, entendido como un maodelo algebraico del
mundo homotépico. Asimismo se extiende la idea al considerar los grupos de ho-
motopia, modelos homotépicos que en la actualidad son objeto de investigacion.
Las técnicas a desarrollar seran aplicadas en el trabajo proyectado para obtener
el grupo fundamental del segundo producto simétrico de una grafica finita, donde
disenamos un C'W-complejo finito que le llamamos toro binomial que fue vital
para tal calculo.

En conclusién, La Topologia Algebraica es un area especializada en donde
incluso el entender la terminologia empleada implica una cantidad considerable de
trabajo previo; sin embargo, lejos de perder atractivo, ésto hace que la teoria sea
en extremo poderosa y versatil. El presente trabajo plantea desarrollar en detalle
los requisitos necesarios para poder lograr una incursién cabal a la Teoria de
Homotopia de ciertos hiperespacios. Por otra parte, las técnicas a ser desarrolladas
permiten obtener diversas aplicaciones tangibles a problemas concretos de indole
topologico.



Hipodtesis

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Un hiper-
espacio de un continuo X es una colecciéon de subconjuntos de X que satisface
ciertas condiciones especificas. Considerando un continuo X y n € N, donde N es
el conjunto de los niimeros enteros positivos, el hiperespacio F},(X) es llamado el
n-ésimo producto simétrico de X,y se define como

F,={AC X :A# ¢y Atienen a lo méas n puntos }.

Por otro lado, el método de la topologia algebraica consiste en la construccion
de invariantes algebraicos de espacios topoldgicos, esto es funtores de la categoria
de espacios topoldgicos en diversas categorias algebraicas, que permitan trans-
formar problemas geométricos en problemas algebraicos posiblemente mas faciles
de analizar. Existe una gran incertidumbre si sera posible construir un invarian-
te algebraico en la categoria de los n-ésimos productos simétricos de continuos.
Especificamente tenemos las siguientes hipdtesis:

1. Existe un funtor homotépico de la categoria de los continuos a la categoria
de los n-ésimos productos simétricos de continuos.

2. El grupo fundamental del n-ésimo producto simétrico de una grafica finita
se puede calcular explicitamente.

3. Los grupos de homologia y cohomologia del n-ésimo producto simétrico de
una gréfica finita son calculables.

4. Con la informacion algebraica del n-ésimo producto simétrico de una gréfica
finita, se pueden resolver problemas abiertos.

5. Existe un funtor homotdpico de la categoria de los continuos a la categoria
de los (n, m)-ésimos productos simétricos suspension de continuos.

6. Se puede calcular la caracteristica de Euler de los (n, m)-ésimos productos
simétricos suspension de gréaficas finitas.
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Objetivos

Estudiar los grupos de homotopia de los productos simétricos de un continuo.
De manera particular abordaremos los siguientes problemas:

1.

Calcular los productos simétricos de F, ( V.. S 1), para alguna (toda) n > 3
y toda m > 2.

. Describir el grupo fundamental del segundo producto simétrico de una grafi-

ca finita, explicitamente describir (o en tal caso clasificar)

T <F2 (G) )
donde G denota una gréfica finita.

Sea GG una gréfica finita. Entonces ;G es un arbol si y sélo si 7 <F2 (G)) es

trivial?

Dado X un continuo. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para
que mq <F2 (X)> sea trivial.

Calcular m <F2 (R]Pm)) para alguna (toda) n > 2.

. Sea X un continuo tal que m; (F2 (X)) es isomorfo a Z & Z. Entonces ; X

es homotépicamente equivalente a S'?

25



26

OBJETIVOS



Métodos

La mayor parte de la conduccién del trabajo de investigacion se realizara en la
Facultad de Ciencias de la Universidad Auténoma del Estado de México (UAE-
Mex), bajo la direccién del tutor académico Dr. Enrique Castaneda Alvarado y
como tutores adjuntos, el Dr. José Guadalupe Anaya Ortega y el Dr. Alfredo
Cano Rodriguez. La Facultad de Ciencias de la UAEMex, cuenta con una bi-
blioteca de matemaéticas, que incluye una coleccién de libros especializados en el
area en que se va a realizar la investigacién. El tesista podra hacer uso de esta
facilidad asi como del laboratorio de computo con el que se cuenta, mismo que
estd equipado con diversas computadoras con acceso a la red y con paqueteria
diversa que permite, desde la preparacion automatizada de textos matematicos
(KTEX), hasta la experimentacién mediante el uso del programa Mathematica
10.0. El tesista tendra acceso a una oficina compartida en la Facultad de Ciencias
de la UAEMex, en donde podra realizar su trabajo de tesis, bajo una supervision
cercana del tutor académico y tutores adjuntos. El tesista podra hacer uso de las
impresoras con que cuenta la Facultad de Ciencias de la UAEMex.

Al inicio de las actividades, el tesista llevara dos cursos que son fundamentales
para la investigacién los cuales son: Temas Selectos de Teoria de Continuos y
Temas Selectos de Topologia. Asi mismo cursard Actividades de Investigacion de
Doctorado del T al VI, en tales se desarrollara el material que compondra la tesis
y en donde se indicard el trabajo matematico que el tesista tendra que realizar
por su propia cuenta con el fin de asimilar, depurar y aplicar correctamente los
conceptos que conformaran su tesis de doctorado. Con el fin de que el tesista
alcance la madurez matematica necesaria que le permita hacer mejor uso de las
capacidades aprendidas, en la parte intermedia y final de su trabajo, el tesista
realizara actividades de investigacion que completen y complementen su trabajo
de tesis. Estas actividades seran reportadas al tutor académico y tutores adjuntos
en un seminario. Posteriormente los resultados de investigacion se publicaran en
revistas de arbitraje internacional.
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Capitulo 1

Construcciones Basicas

El objetivo de este primer capitulo es introducir todos los conceptos bésicos
que apareceran de un modo significativo a lo largo de este trabajo. En particular
introduciremos los conceptos de Categoria y Funtor, que jugaran un papel vital
en la Teoria de Hiperespacios de Continuos. Asi mismo dedicamos una seccion
como introduccién al hiperespacio llamado n-ésimo producto simétrico, que es el
espacio modelo a estudiar durante todo el trabajo de investigacién. También en
este capitulo se estudia detalladamente la caracteristica de Euler de una grafica
finita. Por ltimo, de forma muy breve se estudia las presentaciones de grupos,
que se ocupara en el siguiente capitulo para calcular el grupo fundamental del
segundo producto simétrico de una grafica finita.

1.1. Notaciéon y Conceptos Basicos

Denotaremos por R al conjunto de los niimeros reales, R™ representa al espacio
Euclidiano definido por

R" ={(z1,...,2,) :x; €R, 1<i<n}.
Para n > 0, definimos los siguientes subespacios del espacio Euclidiano:

D" ={x e R": |z| < 1} el disco unitario de dimension n,
St ={x € R": |z| = 1} la esfera unitaria de dimension n — 1,

I"={zeR":0<z;<1,1<i<n} el cubo unitario de dimension n.

A I' lo denotaremos simplemente por I y es llamado el intervalo unitario.
Tomemos un elemento fijo g en X. Al par (X, zg) se le llama espacio basado.
Sean (X, o) v (Y, yo) espacios basados. Definimos el la curia de X y Y como

XVY =A{(r,y) e X xY :z=x90y=yo},
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es decir, X VY = X x {yo} U{zo} x Y el cual es un subconjunto del producto
X x Y. Otra forma de definir la cuna de X VY, es como el cociente de la unién
disjunta X UY obtenido identificando xg y yo en un solo punto, como se muestra
en la Figura 1.1

Figura 1.1: La cunade X VY.

En general, sea {(Xa,xa) € A} una familia de espacios topoldgicos

basados y consideremos la unién disjunta [] ., X,. Definimos la cuna de {X,, :

a € A} como el espacio cociente

V Xo =[] Xo/{za : a € A},

aEA acA

a€N

donde para cada o, ., € X, es punto base. Por ejemplo, S' vV S' Vv S? es ho-
meomorfo a la 2-esfera pegadas con dos circulos, como se ilustra en la Figura
1.2.

Sl

52

Figura 1.2: El espacio S' v St v 2.

Como ya se menciono en la introduccion los hiperespacios de un continuo X
son familias de subconjuntos de X. Existen muchos hiperespacios que de forma
natural por su construccion definen un funtor, en particular en este trabajo nos
enfocaremos a los n-ésimos productos simétricos de un continuo. Todo esto lo
veremos mas adelante detalladamente. Es por ello que a continuacién definiremos
categoria y funtor.
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Definicién 1.1.1. Una categoria C consiste de una clase de objetos Ob(C) y un
conjuntos de morfismos Morf(A, B) con dominio A y codominio B, esto para
cada par de objetos A, B € Ob(C). Para cada f € Morf(A, B), generalmente
se escribe f : A — B. Ademds se cumple que para todo f € Morf(A,B) y
g € Morf(B,C), existe una funcion h € Morf(A,C) tal que h = go f que
satisface los dos siguientes axiomas

1. Asociatividad. Si f € Morf(A,B),g € Morf(B,C), yk € Morf(C, D),

entonces

ko(gof)=(kog)of:A— D.
2. Identidad. Para todo A € Ob(C), existe 14 € Morf(A, A) tal que

fola = f, paratodo f & Morf(A,B),
laocg = g, paratodo g€ Morf(C,A).

Algunos ejemplos de categorias son los siguientes:

1. La categoria 7T OP de espacios topoldgicos y funciones continuas.
2. La categoria GROUP de grupos y homomorfismos.

3. La categoria £V de espacios vectoriales de dimensién finita y transforma-
ciones lineales.

Definicién 1.1.2. Dadas dos categorias C y D. Un funtor F' : C — D es una
funcion que satisface:

1. Si A € 0Ob(C), entonces F(A) € Ob(D).
2. Si f € Morf(A, B), entonces F(f) € Morf(F(A), F(B)).
3. Para todo A € Ob(C) se tiene

Flida) = idpa.
4. Regla de la cadena: F(go f) = F(g)o F(f).

Un ejemplo clésico de funtor es w1, de la categoria de los espacios topolégicos
basados T OPy a la categoria de los grupos GROUP, como lo mostraremos en la
siguiente seccién.
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1.2. El Funtor m

Denotaremos por C'(X,Y’) al conjunto de funciones continuas de un espacio
topoldgico X a un espacio topoldgico Y.

Definicién 1.2.1. Dados espacios topolégicos X, Y y subconjuntos A C X y
B CY definimos
A, Bl = {f € C(X.Y): f(A) C B}.

Luego la topologia compacto-abierta en C(X,Y) es la generada por la familia
siguiente, como subbase

v = {[K, U:KCX,UCY, con K compactoy U abierto}.

Dado un espacio topoldgico X y A C X, Denotamos por A° al interior de A.

Lema 1.2.2. [18, Lema 26.8, p. 191] Sean X yY espacios topoldgicos. Si K C'Y
es compacto, x € X y{x}x K CW =W° C X XY, entonces existe U = U° C X
tal quex € U yU x K C .

Definicién 1.2.3. Dada una funcion continua f : X XY — Z existe una
correspondiente funcion F : X — C(Y, Z) definida por la ecuacion

[F(2)](y) = f(z,y) (1.1)

donde F(z) : Y — Z. Inversamente dada una funcion F : X — C(Y,Z),
la ecuacion anterior define una funcion correspondiente f : X XY — Z (en
principio no continua). Las dos funciones

f:XXxY—Z y F: X —C(Y,2)
relacionadas por la ecuacion anterior son llamadas funciones asociadas.

Enseguida estudiaremos la continuidad de las funciones asociadas y la impor-
tancia de la topologia compacto-abierta en éstas.

Proposicién 1.2.4. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos y dotemos a C(X,Y)
con la topologia compacto-abierta. Si f : X XY — Z es continua, entonces
F: X — C(Y, Z) también es continua.

Demostracion. Tomemos un punto zg en X y sea [K, U] un subbésico de C(Y, Z)
que contiene a F'(xp). Para concluir la continuidad de F' basta encontrar un
abierto V' de X, vecindad de xg, tal que F(V) C [K,U]. Ya que F(xg) € [K, U]
entonces F'(zq)(K) C U que es equivalente a que f({xo} x K) C U asi {zo} x K C
f~HU) y luego por el Lema 1.2.2 existe un abierto V en X tal que

roeV vy VxKcfHU)

entonces f(V x K) C U y asi para todo ' € V se tiene F(2')(K) C U, es
decir, para todo ' € V' tenemos F(z') € [K, U] por ello F(V) C [K, U], como se
buscaba. O
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Definicién 1.2.5. Sean X yY espacios topoldgicos, las funciones continuas f, g :
X — Y se dicen ser funciones homotopicas si existe una funcion continua H :
X X I —=Y tal que

H(z,0) = f(z) Ve e X,
H(z,1) = g(x) Vo e X,

en este caso la aplicacion H se llama una homotopia entre f y g, esto lo denota-
remos por f ~ g (ver la Figura 1.3).

Figura 1.3: Funciones homotdépicas.

La t-ésima rama de una homotopia H : X x [ — Y es la funcién continua
H;: X =Y definida por Hy(z) = H(z,t), la cual es la composicién siguiente

X—' s xx{ttcxxlI—2 v

Asi H es una familia de funciones continuas que empiezan en f y terminan
en g, es decir H = {H,;}1e; donde Hy = f y Hy = g, en el espacio de funciones
continuas C(X,Y) (ver la Proposicién 1.2.4), por lo que podemos pensar la ho-
motopia entre dos funciones f y g como un camino en el espacio C(X,Y) de f
a g donde el parametro t es el tiempo. Entonces al tiempo ¢t = 0 obtenemos la
funciéon f y cuando t varia, la funcién H; varia continuamente de tal forma que
al tiempo t = 1 obtenemos la funciéon g. Por ello se dice que una homotopia es
una deformacion continua entre dos funciones.

Definicién 1.2.6. Dos funciones f,g : X — 'Y son homotopicas relativamente a
un subconjunto A de X si existe una homotopia H : X x I — Y entre f y g tal
que

H(a,t) = f(a) = g(a) VYae AVtel,

en otras palabras podemos deformar f en g sin alterar los valores de f en A,
es decir, para todo a € A, H(a,t) no depende de t € I. Denotaremos esto por
relA -
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Notemos que la relacién ~,. 4 es una relacién de equivalencia en C(X,Y).

Lema 1.2.7. Sean X,Y,Z espacios topologicos con f,g : X — Y funciones
continuas. St f ~,.qa g entonces ho f ~,.q4 hog, donde h: Y — Z es continua.

Demostracion. Puesto que f ~,.4 g, entonces existe una homotopia H : X x [ —
Y tal que H(z,0) = f(x), H(z,1) = g(x) y H(a,t) = f(a) = g(a), para todo
x € X y todo a € A. La funcién F(x,t) = h(H(x,t)) : X x I — Z es continua,
ya que es una composiciéon de funciones continuas, y ademas para todo z € X y
todo a € A, tenemos

F(x,0) = h(H(x,0)) = h(f(x)) = (ho [)(x),
F(x,1) = h(H(x,1)) = h(g(x)) = (h o g)(x),
Fla,t) = h(H(a,t)) = h(f(a)) = h(g(a)).

Por lo tanto ho f ~.44 hog. O

Lema 1.2.8 (Lema del Pegado). Sean X y W espacios topolégicos y supongamos
que W = AU B, donde A y B son ambos subconjuntos cerrados de W. Si f :
A— X yg: B — X son funciones continuas tales que f(w) = g(w) para toda
w € AN B, entonces la funcion h : W — X definida por

es continua.

Demostracidn. Sea C' un subconjunto cerrado de X, veamos que h™(C) es ce-
rrado en W, en efecto,

Ho)n

Heyn (AUB)

— (h{C)NA) U (h~YC)N B)
= [fTHC)UgTH(O),

WY C) = b
h

Puesto que f es continua entonces f~1(C') es cerrado en A y por lo tanto es
cerrado en W, pues A es cerrado en W. Andlogamente g~1(C') es cerrado en W.
Por ello h™1(C) es cerado en W y asi h es continua. O

Un camino « en un espacio topolégico X es una funcién continua o : I — X.

Definicién 1.2.9. Dados dos caminos o, : I — X tales que a(1) = p(0),
definimos el camino producto o - B — X de la siguiente manera

r—kMIH
S

a(2s) st 0
@ me={ 5oy 0

S
St S

IAIN
IAIA
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Notemos que « - § es continua, por el Lema 1.2.8. Por otra parte, sea X un
espacio topologico y xg € X, considérese el conjunto siguiente

Q(X,z0) ={a: 1 —= X |a(0) =a(l) =z0}.

Los elementos de este conjunto les llamaremos lazos con punto base xy. A
este conjunto le damos la relacion de equivalencia de homotopia relativa a {0, 1}.
Consideremos el conjunto de todas las clases de equivalencia, y la denotamos por
(X, xg), es decir

(X, x0) = QX, 20)/ rel{0,1} -

Los elementos de (X, ), los denotamos en la forma [a], donde av: [ — X
es un lazo basado en .

Teorema 1.2.10. [/, Teorema 2.5.10, p. 34] Sea (X, xq) un espacio basado, en-
tonces el conjunto

T (X, o) = {[a] :aes un lazo basado en xo}

es un grupo con respecto a la multiplicacion [o[B] = [a - f5].

A 71 (X, o) se le llama grupo fundamental de X con punto base xg, también
se le conoce como el primer grupo de homotopia.

La notacion f : (X, z0) — (Y, o) es para decir que f es una funcidn basada,
donde f es una funcién continua de X a Y con f(zo) = yo.

Proposicién 1.2.11. Toda funcion basada [ : (X, z9) — (Y,y0) induce un

homomorfismo de grupos fundamentales
f* : 7T1(X7ZL'0) — 7.‘—1(Y7y0)
[a] — [foq]

ademds la asociacion f ~ f, satisface las siguientes propiedades funtoriales

(CL) (1X)* = 17T1(X,d?0)
(b) g.ofo=1(go0 f)

donde g : (Y,yo) = (Z, z0) es una funcion basada.

Demostracion. Primero observemos que f, estd bien definida, pues si «, 8 son dos
lazos en X basados en xg con a ~,0,1} [ entonces por el Lema 1.2.7 tenemos

f O & =relf0,1} f © B

Por otra parte

fdlB]) = fulla-B]) = [f o (a-B)],
Sl f(8]) = [fedlfepl=I[(foa)-(fop)]

Observemos que fo (a-f8)=(foa)-(f o), pues:



36 CAPITULO 1. CONSTRUCCIONES BASICAS

(Fota-mo=fia-aio={ 1660 % 15158
y
foa)2t si 0§t§%7
((foa)‘(fom)(t):{Efogigzt)—n siog<t<l

Entonces [fo(a-f)]=[(foa)-(foB)]y asi fi([a][5])

lo tanto f, determina un morfismos de grupos. Ademas,

(a) (1x)«([a]) = [1x o a] = [q],
(b) (g 0 f)(le]) = g.(fu(la])) = gu([foa]) = [go(foa)] = [(gof)oal =
(g0 f)([e])- O

Por lo anteior m; es un funtor entre la categoria de espacios topoldgicos basados
y la categoria de grupos. Lo que implica de manera natural el siguiente resultado.

fele]) £([B])- Por

Corolario 1.2.12. Consideremos los siguientes espacios basados (X, xo) y (Y, yo)-
Si (X, z0) y (Y,y0) son espacios homeomorfos, entonces los grupos fundamentales
T (X, xo) y m(Y,yo) son isomorfos.

Por lo tanto el grupo fundamental es un invariante topolégico del espacio
basado (X, zg), es decir, w1 (X, zg) es un modelo algebraico de (X, x).

Por ejemplo, recordemos que un subconjunto C' C R" es convero si dados
cualesquiera dos puntos =,y € C, entonces para cualquier t € I, (1—t)x+ty € C,
es decir, el segmento de linea recta que une x con y esta contenido en C. Sea C' C
R™ un subconjunto convexo, entonces para cada xo € C, m(C, z9) = 0, en efecto,
tenemos que ver que cada lazo o basado en zy es homotdpico relativo a {0,1}
a ¢y, (el lazo constante). La homotopia H : I x I — C requerida esta definida
por H(s,t) = txg + (1 — t)a(s), donde H(s,0) = a(s), H(s,1) = zo = ¢4 (5)
y H(0,t) = txg + (1 — t)zg = xo = H(1,t), para todo s,t € I. Puesto que
a(0) = a(l) = xg, en tal caso se dice que su grupo fundamental es trivial, es
decir cualquier lazo basado se deforma a un punto. En particular 71 (R™, x) = 0
y m (D", zg) = 0.

El simbolo = denota el isomorfismo entre dos grupos.
Definicién 1.2.13. Si A y B son dos grupos, entonces
A® B ={(a,b):a€ Abe B},

el cual es un grupo abeliano respecto a la suma por coordenadas, es decir (a,b) +
(¢,d) =(a+c,b+d). A A® B se le llama suma directa de los grupos A y B.
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Proposicién 1.2.14. Si (X, zo) y (Y, yo) son espacios basados, entonces se tiene
el siguiente isomorfismo

T (X XY, (20, y0)) = T (X, 20) ® m1(Y, %0)
Demostracion. Definamos
T (X XY, (20,%0)) — (X, 20) ® (Y, 90)

por ¢([a]) = ([proal, [paoal]) = (p1.le], pa.[a]), donde

I a=(a1,02) X xY D1 X
I a=(a1,a2) X xY D2 Y

donde p; y ps son las proyecciones correspondientes. Tenemos las siguientes afir-
maciones.

=  es un homomorfismo.

p([[P]) = e(la-f]) = (pr.le-Bl; pa.le-B]) = (pr.a]p.[B]; pa.lalpa.[6])-
p([eD)e((8]) = (pr.lad, p2.[a]) (pr.B], p2.1B]) = (pr.[cdpr.[B], pa.[a]pa.[6])-

Por lo tanto ¢([a][8]) = ¢([a])e([8]).
= es monomorfismo.

Si ¢([a]) = e para alguna [a] € m (X X Y, (2,v0)) donde e = ([cg,], [cyo])
es el elemento identidad en 71 (X, zg) X m1 (Y, yo), entonces

(Pr.lal, pa.al) = ([ex, [eg)),

es decir, ([proal, [p2oa])=([cz,]; [ey]), 0 s€ Procy 10,1y Cay ¥ P20 rerfo,1
Cyo, 10 que significa que existen homotopias H : [ x I - X yG:IxI =Y
tales que para todo s,t € I,

H(s,0)=x, G(s,0)=yo,
H(S,l)Z(ploO./)(S), G(S,l) (ona)(5)7
H(0,t)=zo=H(1,1), G(0,t)=yo=G(1,1).

Por lo que definimos una nueva homotopia F': I x I — X x Y dada por
F(s,t)=(H(s,t),G(s, 1)),
de donde para todo s,t € I,

F(s,0)=(H(s,0), G(s,0))=(z0, %o),
F(s,1)=(H(s, 1), G(s,1))=((proa)(s), (p20a)(s))=(1(s), az(s))=a(s),
F(0,0)=(H(0,1), G(0,))= (0, yo)=F (1, ).

Por ello o ~,c1{0,1} Czo.0), Que es equivalente a [a|=[c(z,,40)], €5 decir

Kerep=0,

por lo tanto ¢ es un monomorfismo.
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=  es un epimorfismo.
Sea ([f],[v]) € m (X, zo) x (Y, yo); entonces B : I — X, v: 1 — Y son
lazos basados en xg, 3y respectivamente. Consideremos

a:] —- X xY definida por a(t)=(8(t),v(t)).

Por lo queﬁw([a])Z(m*[a],pz*[a])Z([plooéL [p20a]=([f], [a]). Por tanto ¢ es
un epimorfismo.

O

Por ejemplo, si denotamos por 1 = (1,0) € S', se sabe que m(S*,1) 2 Z ([1,
Teorema 2.6.6, p. 42]), entonces por el resultado anterior el grupo fundamental del
toro T' = S'x S* basado en (1, 1) es isomorfo a Z®Z, es decir m (T, (1,1)) = Z&Z.

1.3. Equivalencia Homotdpica

Definicién 1.3.1. Sean X y Y dos espacios topologicos. Una funcion continua f :
X — Y es llamada una equivalencia homotopica, si existe una funcion continua
g:Y — X tal que gof ~ 1x y fog ~ 1y. En este caso, se dice que los espacios X
y 'Y son homotopicamente equivalentes o que tienen el mismo tipo de homotopia,
lo denotaremos por X ~Y .

Intuitivamente, dos espacios son del mismo tipo de homotopia si uno puede
ser deformado en el otro “contrayendo” o “encogiendo”. Por otro lado, la relacién
~ es una relacion de equivalencia en los objetos de la categoria de los espacios
topoldgicos, donde [X] denotara la clase de equivalencia del espacio topoldgico

X.

Por ejemplo, la esfera S~ ! y el espacio R” — {0} son homotdpicamente equi-
valentes, en efecto, para la funcién inclusién f : S*~t — R™ — {0} la inclusién
y la funcién g : R"® — {0} — S"! dada por g(x):ﬁ. Tenemos que gof=1 :
St = snhy PR — {0} x I — R" — {0} definida por F(z, )=t 577
una homotopia (respecto a cualquier vector de norma unitaria) entre la identidad
de R™ — {0} y fog, como se muestra en la Figura 1.4. Por lo tanto

es

(5"~ = R" — {0})].

Se dice que un espacio X es contrdctil (o contraible) si es del tipo de homotopia
de un punto. Intuitivamente un espacio es contractil si puede deformarse en si
mismo a un punto. Un espacio topoldgico se dice ser simplemente conexo o 1-
conero si es conexo por arcos y mi(X,x9)=0 para algin (y por lo tanto, para
todo) xo € X. Asi por ejemplo, todo espacio contractil es simplemente conexo.

Definicién 1.3.2. Dado un camino o : I — X, definimos el camino inverso &
como @ : I — X, definido por a(t) = a(1l —t).
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Figura 1.4: Equivalencia homotépica entre R® — {0} y S~ 1.

Si ademds 0 ~pqa 0 Y X =pqa N, entonces
o N~pen 0 - N
Demostracion. Si 0 ~,q4 o', entonces existe una homotopia H : I x [ — X
tal que para todo s,t € I se tiene H(s,0)=0(s), H(s,1)=0c'(s), H(0,t)=a y
H(1,t)=b. Andlogamente, puesto que A ~,4 A, entonces existe una homotopia
G : 1 x I — X tal que para todo s,t € I se tiene G(s,0)=A(s), G(s,1)=N(s),
G(0,t)=by G(1,t)=c. Considérese la funcién F': I x I — X definida por
[ H(2s,t) si 0<s<1i,
F(s,t) = { G(2s—1,t) si 3<s<l

Noétese que F' es continua por el Lema 1.2.8 y

[ H(2s,0) si 0<s <3,
F(s,0) = {G@&%ﬂ)siégsgL
B o(2s) si 0<s< %,
Tl M2s—1) si $<s<,
= (o:N)(s).
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Similarmente
F(s,1)=(c"-N)(s).
Adems3s
F(0,t)=H(0,t)=a y F(1,t)=G(1,t)=
Por lo tanto o - A ~,q4 o’ - N. O

Proposicién 1.3.4. Sean x,y € X. Si existe un camino en X de x a vy, entonces
los grupos m (X, ), m(X,y) son isomorfos.

Demostracion. Sea « : I — X un camino tal que a(0)=y y a(1)=z. Considérese
la asociacién

pr— a(B-a).
En la clase de homotopia relativa a {0, 1} ésto determina una funcién
71—1()(’ :L‘) a—#> 7T1(Xa y)
6] — [a-(B-)],

la cual estd bien definida, en efecto: Si [g], [5'] € m1 (X, z) son tales que [B]=[5],
entonces 3 ~,0,13 3, luego por el Lema 1.3.3 - ~,¢iq0,13 '-@, del mismo modo

por el Lema 1.3.3 a-(8-@) ~yeiq01) o-(8-@), es decir ax([3])= a#([ﬁ 1.

Ahora veamos que ax es un homomorfismo,

)=
—[a ﬁ (@a '5’-@]

Usando el camino @& de y a z podemos definir
ag :m(Y,y) = m(X z)

6] — [@-p-al,

por lo que:

(@00 ) ([B]) =0 (ax([6]))
= ([o-f-a])
=[a-a-f-a-a]
=[8].

Por ello

(@yoay) = 11 (x.0)-

Analogamente se demuestra que (ouoty)=1r,(y,). Por lo tanto o es biyec-
tiva y asi m (X, z), m (X, y) son isomorfos. O
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Proposicion 1.3.5. Sean f,g : X — Y funciones continuas, supongase que
f =~ g, digamos a través de la homotopia H : X x I — Y. Si xg € X entonces
existe un diagrama conmutativo de la forma

T (Y; f(xo))
2
(X, 20) Qe
N\

™ (Y; g(xo))

donde « es el camino de g(xo) a f(xo) definido por a(t)=H(xg,1 —t). En parti-
cular f, es isomorfismo si y solo si g, lo es.

Demostracion. Veamos que el diagrama propuesto es conmutativo, es decir que
agofi=g.. Sea [f] € m (X, o), entonces

(ago f([B]) =y (f([B]))=cx([foB])=|a-(foB)-al.
Por otro lado
9+ ([B])=lgop].

Basta entonces demostrar que (a-(fof3)) & ~ei(0,1} gof3 para concluir la con-
mutatividad del diagrama. Considérese la homotopia G : I x I — Y definida por

G(s,t) = H(B(s),t) asi como la homotopia F': I x I — Y definida por

a(l —4s) si 0<s< it

g 4 b
F(s,t) = G(%ﬁll,t) si I <s <L
a(2s—1) si HE<s <1

Notese que F es continua por el Lema 1.2.8, ademas,

F(s,1) = 6(*501) = Gls, 1) = H(B(s), 1) = (g03)(5)
y
a(l —4s) si 0<s <4,
F(s,0)=¢ G(4s—1,0) si 1<s<4,
a@2s—1) si 3<s<L
Pero notemos que
(a-(foB))(2s) si 0<s<i
(@(empas = { oDE) 3 90 <y
a(ds)=a(l — 4s) s 0<s<?
= { (foB)(4s — 1)=G(4s —1,0) si L<s<l
a(2s—1) si %SSSI.
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Por lo tanto
F(s,0)=((a-(foB))-@)(s).

Adems3s

F(0,1) =a(l) = a(0) = (a:(foB)-@)(0) = (9058)(0) = g(xo)

F(1,t) =a(1) = a(0) = (a:(fof)-@)(1) = (9o8)(1) = g(xo).
Ast (a-(fof))-@ ~yperfoy gof, por lo tanto [o-(foB)-a]=[gof], es decir,

Q40 fe=0s.
[

Teorema 1.3.6. Si f : X — Y es una equivalencia homotdpica (no necesaria-
mente basada), entonces f. : m(X,x) — m(Y, f(x)) es un isomorfismo, para
toda v € X.

Demostracion. Puesto que f es una equivalencia homotopica existe una funcién
continua g : Y — X tal que fog ~ 1y y gof =~ 1x. Denotaremos por f, :
T (X, zo) = m (Y, f(x0)) al morfismo inducido por fy por f. : (X, g(f(x0))) —
T (Y, f(g(f(x0)))) el inducido correspondiente; similarmente g, : m (Y, f(x0)) —
m1(X, g(f(x0)) es el inducido por g. De la Proposicién 1.3.5 tenemos que la com-
posicion

T (X, 20) —L— m(Y, f(0)) —L— m(X, g(f(w0)) —F— m (X, o)

coincide con 1,, el cual es un isomorfismo. Puesto que oy es también isomorfismo
se sigue que f, es monomorfismo y ¢, es epimorfismo. De manera similar la
composicién

m (Y, f(20)) —2— m (X, g(f(x0)) —L— m (Y, fla0)) — > m (Y, f(x0))

es un isomorfismo en particular g, es monomorfismo. Asi es un isomorfismo y
ahora la conclusién deseada se sigue directamente del hecho de que g,of, es un
isomorfismo, como se observé primero. O

Como consecuencia del Teorema 1.3.6, m (X, z() no sélo es un invariante to-
polégico sino, de hecho, homotépico (y libre de puntos bases).

Definicién 1.3.7. Supongamos que A C X. Decimos que A es un retracto fuerte
por deformacion de X si existe una homotopia h : X x I — X tal que

(i) h(z,0) =z, sizelX,
(i) h(z,1) € A, size X,
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(iii) h(a,t)=a, sia€A,tel.

Un ejemplo importante de equivalencia homotoépica es la de retracto fuerte
por deformacion, como lo muestra el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.8. Si A es un retracto fuerte por deformacion de X, entonces
la inclusion i : A — X es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Si A es un retracto fuerte por deformacién de X, entonces existe
una homotopia h : X x I — X tal que

(i) h(z,0) =z, size X,
(i) h(xz,1) € A, size X,
(iii) h(a,t)=a, sia€ A tel.

Sea r : X — A definida por r(z) = h(z, 1). Notemos que r es una retraccion.
Ahora para todo x € A tenemos

(roi)(x) =r(i(x)) =r(x) = h(z,1) = x = 14(x),

es decir, r ot = 14. Por otro lado, notemos que para todo x € X tenemos que

(ior)(z) =1i(r(z)) =r(x) = h(zx,1).

Asi podemos reescribir la homotopia h : X x I — X, donde h(z,0) = 1,(z) y
h(z,1) = (r od)(x), para todo x € X. Por lo tanto r o ~ 1,. O

Del Teorema 1.3.6, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.9. Sean X un espacio topologico y A C X un retracto fuerte
por deformacion de X, entonces los grupos fundamentales m(X) y w1 (A) son
1somorfos.

1.4. Productos Simétricos

Los espacios que estudiaremos en este trabajo son los llamados productos
simétricos de continuos. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo
y no vacio. Un subcontinuo es un continuo que estd contenido en algtiin espacio
topoldgico. Algunos ejemplos basicos de continuos son los siguientes:

1. Elintervalo unitario [0, 1] es un continuo. Un arco es un espacio homeomorfo
a [0,1].

2. La circunferencia unitaria S' es un continuo. Cualquier continuo homeo-
morfo a St se llama curva cerrada simple.
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3. Sean I4,..., I, arcos. Definimos el n-odo simple T,,, como

T, =LV ---VI,.

4. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre con campo K. Consi-
deremos la siguiente relacién de equivalencia en V' — {0}

u~v <<  existe A€ K —{0} con u= .

Denotaremos P(V) = (V — {0})/ ~. Al espacio P(V) se le llama espacio
proyectivo asociado a V. Cuando V = R"™ y K = R, denotamos P(R"*!) =
Ri™ se le conoce como el espacio proyectivo real. Si V = C"™ y K = R,
denotamos P(C"™!) = Ci" se le conoce como el espacio proyectivo complejo.

Sea X un continuo, 2% denota la clase de todos los subespacios cerrados de
X. La topologia que le dotaremos a 2% es la topologfa de Vietoris [11, Theorem
1.2, p. 3], la cual esta generada por la base

b= {(Ul, ce Uk) : U; son abiertos en X, para todoi=1,.. .,k},

donde
k
(Ul,...,Uk) = {AEZX:AQ UUiyAﬂU,-;«é(Z)paracadaz':1,...,k}.
i=1
La topologia de Vietoris coincide con la métrica de Hausdorff [11, Theorem
3.2, p. 18] definida por
H(A, B) = max{sup{d(a, B) : a € A},sup{d(b, A) : b € B}}.

El hiperespacio F,(X) C 2% es el espacio de los subconjuntos {zy,...,zq4} C
X, d < n. La topologia que tiene F,,(X) es la de subespacio heredada por 2%. Al
hiperespacio F,,(X) se le llama n-ésimo producto simétrico de X. Se sabe que si
X es un continuo, también lo son 2% y F,(X) ([15, Seccién 1.8]).

La siguiente tabla muestra algunos ejemplos de productos simétricos.

X Fy(X) F3(X) Referencias

I I? & Borsuk y Ulam [/]
I? I — Molski [17]

" cono(RP™1) x [™ — Schori [19]

St | Banda de Moebius (cerrada) | S® Borsuk y Ulam [/]
S? CP? — | Kallel y Salvatore [12]
RP? RP* - Kallel y Salvatore [12]
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Definicién 1.4.1. Sean A y B continuos, tales que AN B = {p}. Se define
(A,B) = {{a,b} € [5(AV B) :a € A,be B}.
Note que (A, B) es homeomorfo al producto A x B.
Lema 1.4.2. Sean A y B continuos tales que AN B = {p}. Entonces
F2(AV B) = F5(A) U F5(B) U (A, B),

donde

(1) F2(A) N Fy(B) = {{p}},

(2) F2(A)N (A, B) = {{z,p} € F,(AV B) :z € A},

(3) Fao(B)N (A, B) = {{p,y} € 5(AV B) :y € B}.

Demostracion. Sea {z,y} € F5(AV B), entonces se satisface una de las siguientes
tres posibilidades

(a) {z,y} € A,
(b) {z,y} C B,
(c) ze Ayye€B.
El conjunto de elementos de F5(A V B) que satisfacen (a) es
Z ={{z,y} € [L(AV B) : 2,y € A},

notamos que Z = Fy(A). Anédlogamente, el conjunto de elementos de Fy(A V B)
que satisfacen (b) es

W = {{w,y} € F5,(AV B) :a:,yEB},

observamos que W = Fy(B). El conjunto de elementos de F»(AV B) que satisfacen
(c) es
(1,2) = {{z,y} € F,(AV B) :z € A,y € B}.

Asi F5(AV B) = F5(A)U Fy5(B) U (A, B). Ahora probemos (1), (2) y (3). Para
(1) tomemos un elemento arbitrario {z,y} € Fy(A) N F»(B), entonces {x,y} €
Fy(A) y {z,y} € F3(B), lo cual implica que z,y € Ay x,y € B, pero como
AN B = {p}, entonces © = y = p. Para (2) dado {z,y} € F2(A)N (A, B), se tiene
que x,y € Ay sin pérdida de generalidad supongamos z € Ay y € B, como
AN B = {p}, obliga a que y = p. El inciso (3) es analogo. ]

Por ejemplo, consideremos dos curvas cerradas simples C) y Cs, tales que
Cy N Cy = {p}, como se ilustra en la Figura 1.5. Entonces por el Lema 1.4.2,
tenemos

Fy(Cy Vv Cy) = F2(Ch) U Fy(Co) U (Ch, Cy),

tales que
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{r}

Ch Co

Figura 1.5: El continuo C; V Cs.

(1) F2(Ch) N F(C2) = {{p}},
(2) Fg(cl) N <Cl,02> = {{x,p} - FQ(Cl V 02) X E 01},
(3) FQ(CQ) N <01702> = {{p, y} - FQ(Ol V 02) TS CQ}

Puesto que C; y Cy son homeomorfos a S, entonces Fy(Cy) y F»(C3) son
homeomorfos a una banda de Moebius y (C4, Cy) es homeomorfo al toro C; x Cs.
De los incisos (2) y (3), F»(C1) N (C1,Cs) = {{z,p} € F(C1 VvV (y) : x € C1}
es homeomorfo a Cy y F5(Cy) N (Cy,Cy) = {{p, y} € FR(Cy v (Cy) iy € CQ}
es homeomorfo a C5. Por lo tanto el segundo producto simétrico de C; V Cy es
homeomorfo a la unién de dos bandas de Moebius y el toro C; x (5, donde una
banda de Moebius se intersecta con el toro C; x Cy en C; x {p} (que es un
meridiano del toro) y la otra banda de Moebius intersecta al toro C; x Cs en
{p} x C5 (que es un paralelo del toro), como se muestra en la Figura 1.6.

Figura 1.6: Modelo de F»(C1 V Cs).

1.5. Caracteristica de Euler de Graficas Finitas

Definicién 1.5.1. Una grdfica finita es un continuo que se puede escribir como la

union de una cantidad finita de arcos, digamos ey, . .., e, tales que e; intersecta a
ej, sii # j solo en uno o en ambos puntos extremos, parai,j € {1,...,n}. Vamos
a denotar por E(G) el conjunto de arcos ey, ..., e,, a los cuales les llamaremos

conjunto de aristas de G. El conjunto de puntos donde se intersectan cualesquiera
dos arcos lo denotamos por V(G) y le llamamos conjunto de vértices de G.
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Si G es una grafica finita, vamos a denotar por |V (G)| el nimero de vértices
de G y por |E(G)| el nimero de aristas de G.

Definicién 1.5.2. La caracteristica de Euler de una grafica finita G estd definida
por

X(G) = [V(G)] - [E(G)].

Figura 1.7: Gréfica finita G.

Por ejemplo, para la gréafica finita G de la Figura 1.7, el nimero de vértices
|[V(G)| es 11 y el numero de aristas |E(G)| es 16, asi x(G) = —5.

Una subgrdfica de una gréafica finita G es una grafica finita cuyo conjunto de
vértices y conjunto de aristas son subconjuntos de V(G) y E(G) respectivamente.
Un arbol es una grafica finita que no contiene curvas cerradas simples. Los arboles
estan caracterizados por la caracteristica de Euler, como lo muestra el siguiente
resultado.

Proposicién 1.5.3. [16, Proposicion 6.1 and 6.4, p. 201] Sea G una grdfica
finita. Entonces G es un drbol si y solo si x(G) = 1.

La caracteristica de Euler también es un invariante homotépico, como se puede
ver en el siguiente Lema.

Lema 1.5.4. [10, Corolario 6.3, p. 200] Si dos grdficas finitas Gy y Gy tienen el
mismo tipo de homotopia, entonces x(G1) = x(G3).

Por un arbol en un grafica finita G queremos decir un subgrafica de G' que es
un arbol.

Definicién 1.5.5. Un drbol en una grafica finita G se dice mazimal si contiene
todos los vértices de G.

Proposicién 1.5.6. [10, Proposicion 1A.1, p. 84] Toda grifica finita contiene
un drbol maximal.
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Teorema 1.5.7. Sea G una grafica finita. Entonces G es homotopicamente equi-
valente a \/;_, C;, donde r =1—|V(G)|+ |E(G)| y C; es homeomorfo a S* para
todoi=1,...,r.

Demostracion. Sea G una grafica finita, y sea T C G un arbol maximal con
conjunto de aristas E(T) = {e1,...,es}. Sea E(G) — E(T) = {ai,...,a,} el
conjunto de aristas que no estédn en 7' (este conjunto puede ser vacio).

Como T' contiene todos los vértices de G, entonces el espacio cociente G/T'
es una grafica finita con sélo un vértice, Por ello el conjunto de aristas de G/T
lo podemos escribir como E(G/T) = {ay,...,a,}, donde sus elementos @; para
todo ¢ = 1,...r, son lazos basados en tal vértice. Por lo tanto G/T es un ramo
de r-circulos, como se aprecia en la Figura 1.8.

Figura 1.8: Grafica finita G/T.

Luego la caracteristica de Euler de la grafica finita G/T es
X(G/T) =|V(G)| - |E(G)| =1

Puesto que T' es contraible, entonces la funcién cociente ¢ : G — G/T es
una equivalencia homotépica ([10, Proposition 0.17]), asi

G~G/T ~ \T/a_i,
i=1

donde @; es homeomorfo a S! para todo i = 1,...,r. Por otro lado, ya que
G ~ G/T, entonces por el inciso (b) del Teorema 3.4.1 x(G) = x(G/T). Asi
tenemos la siguiente igualdad

V(G- 1EG)=1-r,
despejando tenemos que r =1 — |V(G)| + |E(G)|. O

El entero positivo r del teorema anterior le llamaremos género de G.
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1.6. Presentaciéon de Grupos

La propiedad universal de los grupos libres permite describir grupos arbitrarios
en términos de generadores y relaciones. Esto nos serda de gran utilidad en el
siguiente capitulo para calcular el grupo fundamental del llamado toro binomial
T n .

(3)
Definicién 1.6.1. Sea I" un grupo, decimos que un subconjunto S = {s1,...s,} C
I' es un conjunto de generadores si todo elemento de I' puede ser escrito como
una composicion de elementos de S y sus inversos. Escribimos I' = (S)

Por ejemplo, el conjunto Z esta generado por el elemento 1, es decir Z = (1), en
efecto: Pues todo elemento positivo n > 0 de Z puede ser escrita como 1+---+1 (n
veces) y todo elemento negativo —n, n > 0 de Z puede ser escrita (—1)+---+(—1)
(n veces).

Sea S un conjunto finito de k simbolos. Si @ € S es un simbolo, entonces
introducimos otro simbolo a~! y denotamos el conjunto de tales simbolos por
S~1. Observamos todas las concatenaciones finitas de simbolos elegidos de S U
S~1 sujetos a la condicién de que las concatenaciones de la forma aa™' y ala
son eliminados. Tal concatenacién finita de n simbolos se llama una palabra de
longitud n. Sea

W, = {todas las palabras de longitud n}
= {w,=a;-a, | a; € SUS™ a1 7éaj_1 Vi=1,...,n}.

Dejamos que e denote la palabra vacia (la palabra que consiste en no simbolos)
y, por consistencia sea Wy = {e}. Si w,, y w,, son palabras, entonces podemos
formar una nueva palabra w,w,, de longitud a lo mas n + m por concatenacion
siw, =a---a, y Wy, = by---b,, entonces

Wy Wy, = A1 ** - Apby =+ by

Si by = a,' entonces eliminamos el término a,b; de este producto, y entonces
tenemos que ver si by = a;il; si es asi, eliminamos el término a,_1by, y asi
sucesivamente. A este proceso le llamamos concurrencia.

Definicién 1.6.2. Sea S un conjunto finito de k elementos. Definimos

Fk:UWna

n>0

la coleccion de todas las palabras finitas (sujeto a la condicion de que el simbolo
a nunca sigue o es sequido por a~'), para ser el grupo libre en k generadores.

Vamos a verificar que éste es un grupo donde la operacion del grupo es con-
catenacion de palabras.
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= La operacion del grupo estd bien definida: como vimos anteriormente, la
concatenacion de dos palabras es otra palabra.

» La concatenacién es asociativa.

= Existencia de una identidad: la palabra vacia e es el elemento de identidad;
Siw=ay---a, € F, entonces we = ew = w.

= Existencia de inverso: si w = a;---a, es un palabra, entonces la palabra
w=a;' --a;" es tal que ww ! = wlw = e.

Llamamos a Fj un grupo libre. Una relacion es una palabra que declaramos
que es igual a la identidad.

Definicién 1.6.3. Sea S = {ay,...,ax} un conjunto finito de simbolos y sea
R ={w,...,w,} un conjunto finito de palabras. Definimos el grupo
(ay,...,a5 | wy =e€,...,wy, =e),

que también lo podemos escribir como
(a1, ... a5 | wy,. .. wy),

el cual es el conjunto de todas las palabras de simbolos de S U S™' sujeto a las
condiciones siguientes: (i) cualesquiera subpalabras de la forma aa™ o a™'a son
eliminadas y (ii) Cualquier concurrencia de las subpalabras wy, . .., w,, son elimi-
nadas. Asi cualesquier concurrencia de las palabras wq, ..., w,, son reemplazadas
por la palabra vacia e, es decir, la identidad del grupo.

Denotamos (a, . .., ax | w1, ..., wy) por (S| R).Si G es un grupo y existe un
isomorfismo G = <S | R>, se dice que <S | R> es una presentacion finita del grupo
G. Las presentaciones proporcionan un método universal para describir grupos.
Algunos ejemplos de presentaciones finitas son los siguientes:

1. Sea w = €2™/?. El grupo G = {1,w,w?,...,wP"'} de p-raices de la unidad,
usando w — a, tiene una presentacién finita de la forma

(a|a? =e).

2. El grupo aditivo Z® Z = {(m,n) : m,n € Z} tiene una presentacién finita,
a saber es isoformo al grupo

a.blaba b =e
(a,b | ,

en efecto: Si tomamos una palabra en el grupo libre (a, b) en dos generadores,
entonces sera de la forma

A" 2y g™
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con ny,...,ny,my,...,my € Z. En particular, el grupo (a, b) no es abeliano,
pues ab # ba. Sin embargo, agregando la relacién a~!'b~lab = e nos permite
hacer que el grupo sea abeliano,
ba = bae
ba(a"'b)ab
= ba(ab) 'ab
= blaa)b 'ab
beb tab
bb~tab
= ab.

Asi en el grupo (a,b | aba™'b~! = €) podemos usar la relacién a~1b~tab
para escribir la palabra

anl bmlanQbm2 . antbmt

CcOomo

Mt e pmatetme

Por ello (a,b | aba™'b™! =€) = {a"b™ : n,m € Z}, luego usando la funcién
(m,n) — a™™, tenemos que {a™b™ : n,m € Z} es isomorfo a Z & Z.

3. Generalizando el inciso anterior, denotemos por
[a,b] = aba b7,

el cual se le llama el conmutador. Ahora consideremos la siguiente prenta-
cién finita

<51, ooy S| [S1,82] = €, [s1,83] =€, [s1,84] = €,...,[s1,5.] =€,
[82, 83] =6, [82,84] =€ ..., [52, Sn] =6,
[83a 84] =e,. ) [837 Sn] =€,

[Sn_1, Sn] = e>,

tal presentacion la podemos simplificar como:

(s1,...,8n | [5:,8;], para todo 1 <i < j <n).

Luego por [22, Ejemplo 11.7, p. 347], tenemos
<51,.. . Sn | [si,85], paratodo 1 <i<j< n> 7",
donde Z" denota la suma directa

7"=7® - - PL.
—_————
n-veces
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Capitulo 2

Homotopia del Segundo Producto
Simétrico de Graficas Finitas

Hallar “modelos” de los n-ésimos productos simétricos de un continuo X, en
general es un problema dificil para n > 2. Por ello usamos algo mas debil que
homeomorfismo, la “homotopia” en el siguiente sentido: Decimos que F,(X) tie-
ne un modelo homotdpico si existe un continuo Y tal que F,,(X) tiene el mismo
tipo de homotopia que Y. En particular, en este capitulo hallamos un mode-
lo homotépico para el segundo producto simétrico de graficas finitas. Algo que
podemos explotar a los modelos homotopicos son los invariantes algebraicos, es
decir, si Y es un modelo homotépico de F,(X), entonces: los grupos de homo-
topia, los grupos de homologia y los grupos de cohomologia de Y y F,(X) son
isomorfos. En la tultima seccion de este capitulo calculamos algunos invariantes
algebraicos del segundo producto simétrico de graficas finitas.

2.1. El funtor F,(—)

La construccién de F,,(X) es funtorial como lo mostraremos. Dada f: X —
Y una funcién continua entre continuos, para toda n > 1 la funcion inducida
F.(f): F,(X) — F,(Y) definida por F,,(f)(A) = f(A) es continua ([! |, Lemma
13.3, p. 106]. Ahora si X,Y,Z son continuos y f: X - Y yg:Y — Z son
funciones continuas, entonces el diagrama conmutativo

y 4.7

|

X

induce el diagrama conmutativo
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donde se cumple
Fn(gof) :Fn(g>an<f)7 (21)

en efecto: sea A € F,(X), entonces

Fu(go f)(A) = (g0 f)(A)
= ( ( ))
(f(A)
- (Fn A))
= < (g) ())( ).

Por otro lado, consideremos las funciones identidad correspondientes 1x :
X — X definida por 1x(z) = z y idp,(x) : Fo(X) — F,(X) definida por
idp,(x)(A) = A. Para toda A = {z1,...,24} € F,(X) con d < n, tenemos

F(1)(A) = Fu(l)({on,....z0)
{1)((371), ceey 1x($d)}
{z1,..., 24}

= A
Por ello
F.(1x) = idp, (x)- (2.2)

Por lo tanto F,(—) define un funtor de la categoria de los continuos en ella
misma, es decir

F, {C’ontmuos} ey {C’Ontmuos}.

X — Fo(X)

De hecho el funtor F,,(—) es homotdpico, como lo muestra el siguiente resul-
tado.

Teorema 2.1.1. Sean X,Y continuos y f,g: X —Y funciones continuas. St
H: X xI—Y es una homotopia entre f y g. Entonces para todo n € N,
H,: F,(X)xI— F,(Y) definida por

H,({x1,...,z.},t) = {H(x1,t),..., H(zp,t)}
es una homotopia entre F,,(f) y F.(g).

Demostracion. Demostremos primeramente la continuidad de H,,. Para ello defi-
namos las siguientes funciones continuas

1. A, : I — I", definida por A, (z) = (z,..., ).
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2. Per: X" x I" — (X x I)", definida por
Per((ml,...,xn),(tl,...,tn)) = ((xl,tl),...,(xn,tn)).
3. H" : (X x I)™ — Y™, definida por
H"((ml,tl),...,(a:n,tn)) = (H(a:l,tl), . ,H(a:n,tn)).

Ahora consideremos las funciones cocientes naturales, ¢X : X" — F,(X),
definida por ¢X(z1,...,2,) = {21,..., 2.} v q¢¥ : Y™ — F,(Y), definida por
q};(yla A ’yn) = {yl’ A 7y7l}' ASl/

H, o (g* x 11)((x1, . ,xn),t) = Hn({xl, o ,xn},t)
= {H(xy,t),...,H(zp, 1)},
donde 1; es la funcién identidad en 7. Del mismo modo evaluamos la siguiente
composicion de funciones
q. o H" o Per o (1Xn X A) ((a:l, . ,xn),t)

= ¢ oH"o Per((xl, ceTn), (L ,t))

= q o H"((z1,t),...,(%n,t))

= qZ(H(xl,t), . ,H(azn,t))

= {H(xy,t),...,H(z,, 1)},

donde 1x~» es la funcion identidad en X™. Por ello tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

1xn X A, Per H™
X" x 1 X" x I (X x )™ y”
g X 1r an
H,
F.(X)x1 - F.(Y)

Por lo que H,, es continua. Por otro lado, puesto que H : X x I — Y es una
homotopia entre f y g, entonces para todo = € X, H(z,0) = f(z) y H(z,1) =
g(x). Luego para todo n € N, tenemos

H,{x1,...,2,},0) = {H(x1,0),...,H(z,,0)}

= {f(@),-.., fwn)}
= F.(f)({z1...2.}).

Analogamente

H,{x1,...,2,},1) = {H(x,1),...,H(z,, 1)}
(T,

|
—
e}
—~
&
-
N—

Por lo tanto F,,(f) ~ F,(g). O
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En consecuencia, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.2. Sean X,Y continuos. Si X tiene el mismo tipo de homotopia
que Y, entonces para todo n > 1, F,(X) tiene el mismo tipo de homotopia que
F.(Y).

Demostracion. Si X tiene el mismo tipo de homotopia que Y, entonces existen
funciones continuas f : X =Y yg:Y — X talesquego f~1,y fog~1ly,
donde 1y y 1y son las funciones identidad en X y Y respectivamente. Por el
Teorema 2.1.1 tenemos F,(go f) ~ F,(1,) y F,.(fog) ~ F,(1y). Luego aplicando
(2.1) y (2.2), Fu(g) o Fu(f) > 1p,x) ¥ Fu(f) o Fu(g) = 1g,(v). Por lo tanto F,(X)
tiene el mismo tipo de homotopia que F,(Y). O

Por ejemplo, los siguientes continuos, todos tienen el mismo tipo de homotopia
(sin embargo cualquiera dos de ellos no son homeomorfos). Tales continuos se
ilustran en la Figura 2.1.

El circulo S*,

El cilindro S* x [0, 1],

El anillo A = {(z,y) e R* : 1 < a? 4+ y? < 2},

El toro solido S* x D?,

La banda de Moebius M.

S S
Figura 2.1: Algunos continuos con el mismo tipo de homotopfia.

Aplicando el Corolario 2.1.2, para todo n > 1

Fo(SY) ~ F,(S* x [0,1]) = F,(A) ~ F,(S* x D*) ~ F,(M).
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En [7], N. Chinen y A. Koyama muestran que para todo n € N, Fy,;(S")
tiene el mismo tipo de homotopia que S***1 y F;,(S!) tiene el mismo tipo de
homotopia que S?"~!. Asi para todo n € N, tenemos

SQnJrl ~ F2n+1(sl X [O, 1]) ~ F2n+1(A) ~ F2n+1(Sl X DQ) ~ F2n+1(M),

St o By (S % [0,1]) ¢ Fyn(A) ~ Fon (S x D) = Fy,(M).

Corolario 2.1.3. Sean X un continuo contrdctil, entonces F,(X) es contrdctil
para todo n > 1.

Demostracion. Si X es un continuo contractil, entonces X tiene el mismo tipo de
homotopia que un punto, digamos {p}, para algin p € X. Aplicando el Corolario
2.1.2 F,,(X) tiene el mismo tipo de homotopia que F, ({p}). Puesto que F,, ({p}) =
{{p}} para todo n > 1, se tiene que F,(X) es contractil para todo n > 1. O

Por ejemplo, sea X un continuo arbitrario, puesto que el cono(X) es contractil,
entonces F, (cono(X)) es contractil para todo n > 1.

2.2. Clasificacion

En esta seccién vamos a clasificar los objetos de la categoria de los n-ésimos
productos simétricos de graficas finitas por medio de homotopia. Para todo n € N,
consideramos la familia

GF, = {Fn(G) : G es una grafica ﬁnita}.

Definamos una relacién en GF,, como sigue: Dados F,(G1), F,,(G2) € GF,,
F.(Gy) ~ F,(G3) siy sélo si F,(Gy) tienen el mismo tipo de homotopia que
F,.(Gs). Notemos que ~ es una relacién de equivalencia. Consideremos el conjunto
de todas las clases de equivalencia

GF,/ ~= {[Fn(G)] L F,(G) € an},

donde [Fn(G)] denota la clase de equivalencia del n-ésimo producto simétrico
F,.(G). Asi tenemos una particion de GF,,, como se ilustra en la Figura 2.2.

El siguiente resultado juega un papel primordial en nuestra clasificacién, pues
nos ayudara a encontrar representantes distinguidos.

Teorema 2.2.1. Sea G una grdfica finita, entonces para todo n > 1, F,(G) tiene
el mismo tipo de homotopia que F,(\/;_, S), donde r =1 — |V(G)| + |E(G)].
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GF,

Figura 2.2: Particién de GF),

Demostracion. Si G es una grafica finita, entonces por el Teorema 1.5.7

G ~ \T/S1
i—1

donde r =1 — |V(G)| + |E(G)|. Ahora aplicando el Corolario 2.1.2, tenemos

_Fn(YSl)

]

Dadas dos gréfica finitas arbitrarias (G; y G5 en general es un problema dificil
mostrar si F,,(G1) es homeomorfo F),(G3), para alguna n € N. Sin embargo en el
caso homotopico lo podemos resolver aplicando la caracteristica de Euler, como
lo muestra el siguiente resultado.

Corolario 2.2.2. Sean Gy y Gy dos grdficas finitas tales que x(G1) = x(Ga),
entonces F,(Gy) tiene el mismo tipo de homotopia que F,(G3).

Demostracion. Si Gy G son dos graficas finitas, entonces por el Teorema 1.5.7

1-x(G1) 1-x(G2)

SU oy Gy~ \/ St
=1

Ya que x(G1) = x(G2), entonces

1-x(G1) 1-x(G2)
\/ S' = \/ S' ~ G
Asi, aplicando el Corolario 2.1.2, F,(G;) ~ F,(Gy). O

Los siguientes ejemplos nos ilustran que en el conjunto GF,/ ~ existen ele-
mentos distinguibles los cuales son representantes universales.
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1. Si T es un arbol, entonces x(7') = 1 (por la Proposicién 1.5.3), por ello

1—x(T) 1-1 0
T~ \/ s'=\/s=\5"={p}
=1 =1 =1

para algin p € G. Entonces por el Corolario 2.1.2, F,(T) ~ F,({p}) =
{{p}} para todo n > 1. Asi la clase de {{p}} representa a todos los n-
ésimos productos simétricos de los arboles, es decir

[{{p}}] = {Fn(G) €GF,: x(G) = 1}.

2. Si G es una grafica finita tal que x(G) = 0, entonces por el Teorema 2.2.1
F,(G) ~ F,(S"). Por lo tanto

[F,(SY)] = {Fn(G) € GF, : x(GQ) = o}.
Aplicando [7, Teorema 4.1 y Teorema 4.2, p. 2619 |, para todo n € N
(52 H] = {F2n+1(G) € Gy : X(G) = 0}7

[57n1] = {FQH(G) € Gl : X(G) = o}.

Por ello la clases de S?"*1 y S*"~! son universales en el sentido que re-
presentan todos los n-ésimos productos simétricos de graficas finitas con
caracteristica de Euler cero. Para ilustrar esto, consideremos la paleta P,
la medalla M y la aceituna A (tales continuos se muestran en la Figura
2.3), su caracteristica de Euler es: x(P)=2—-2=0, x(M)=3-3=0y
X(A)=4—-4=0.

Figura 2.3: Continuos: Paleta, aceituna y medalla.

Por ello F2n+1(P), F2n+1(M), F2n+1(A) € |:S2n+1:| y an(P), F2n<M), an(A) S
[S2"71], es decir, para toda n € N,

52n+1 ~ F2n+1(P) ~ F2n+1(M) ~ F2n+1(A)

S2n_1 ~ an(P) ~ F2n+1<M) ~ F2n+1(A).
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3. Si G es una grafica finita con caracteristica de Euler igual a menos uno, es
decir x(G) = —1, entonces por el Teorema 2.2.1, tenemos

y por el Corolario 2.2.2
2
(/Y] = {Fu(©) € GF, : x(G) = -1},
i=1

El modelo geométrico del segundo producto simétrico del continuo figura
ocho S'V S! se ilustra en la Figura 2.4 y lo representamos por F5( Vi, S1.
Mas adelante demostraremos que Fg( \/f:1 S 1) tiene el mismo tipo de ho-
motopia que el toro S* x S (Corolario 2.4.5). Asf

(8" x 8] = { Fa(G) € Gy : x(G) = -1},

jagy

Figura 2.4: Modelo del continuo figura ocho.

En particular, consideremos los continuos: La pesa W y la letra theta ©
ilustrados en la Figura 2.5. Notemos que la caracteristica de Euler de W' y
© es —1. Por ello F5(W), F5(0) € [S! x S'], es decir

FQ(W) ~ FQ(@) ~ Sl X Sl.

Por lo que observemos que aunque no conozcamos los modelos geométricos
explicitos de los hiperespacios Fyr(W) y F5(©), si conocemos su tipo de
homotopia.

En general los modelos universales homotdpicos quedan codificados como

[Fn(\k/slﬂ - {Fn(G)ean:X(G)zl—k},

es decir, tenemos representantes de clases de equivalencia distinguidos.

Como consecuencia del Teorema 2.2.1 tenemos el siguiente resultado.
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GO 9

Figura 2.5: La pesa y la letra theta.

Corolario 2.2.3. Para todo n € N, el conjunto de clases de equivalencia GF,,/ ~
podemos escribirlo como (vease la Figura 2.6)

{ (E,({pD)], [Fa(SH], [Fa(S vV SY], [Fu(S v ' v SY], ... }
y de hecho existe una funcion biyectiva
0:Z"U{0} — GF,/ ~

definida por

[Fn({p})} si. m =0,
(m) =
T R (v )] s mro
0 | 2 I

[E (D] | [En(S)] |[Ea(S v SH] [ o0 s

an/ i

Figura 2.6: Nueva particién de GF,.

Observacion 2.2.4. Un problema abierto es el de hallar el tipo de homotopia
del n-ésimo producto simétrico de la cuna de k-circulos

para toda n > 3 y toda k > 2. Para el caso k =1 y para toda n € N, N. Chinen
y A. Koyama en [7] lo demostraron. Para el caso n = 2 y para cualquier k se
demostrara en el Corolario 2./.5.
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2.3. Toro binomial

En esta seccién definimos un objeto geométrico al que hemos llamado toro
binomaal, el cual juega un papel fundamental en el estudio del tipo de homotopia
del segundo producto simétrico de una grafica finita.

Sean (1, ..., C, espacios homeomorfos a la circunferencia S* tales que
cin---nC, ={p}.

Vamos a digitalizar la cuna de n-circulos como sigue: Denotaremos por 1 la
curva cerrada simple C', por 2 la curva cerrada simple Cs, y asi sucesivamente,
denotamos por n la curva cerrada simple C,. Entonces la cuna de n-circulos la
podemos escribir como

la cual se ilustra en la Figura 2.7.

Figura 2.7: Cuna de n-circulos digitalizado.

De la misma manera, denotemos por 12 el toro 1 x 2 = C; x Cy ~ S' x S!, por
23 el toro 2x 3 = Oy x O3 ~ S' x S, asf sucesivamente, hasta que denotamos por
(n—1)n el toro (n—1) xn = C,,_1 x C, = S x S. En la Figura 2.8 i y j denotan
las curvas cerradas C; = S''y C; = S! respectivamente, para i,j = 1,...,n.
Donde ij denota el toro i x j = C; x C; = St x St
Definicién 2.3.1. Definimos el toro binomial, al cual denotamos por T<72L), como

la union de los (72‘) toros:

T(n) = (12U13U---Uln)U(23U24U---U2n)U---U(n—1)n

- U( U )

i=1 N j=i+1
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| T

Figura 2.8: Toro ij.

con las siguientes intersecciones

12n13N---Nln = 1x{p},
21N23N---N2n = 2x {p},

nlNn2Nn---Nnn—1) = nx{p}.
Geométricamente el toro binomial puede ser representado como se ilustra en

la Figura 2.9

'y
D, ” b P D n p D n D|
o 3 4
2 P p D
p p 2 o000
1 p 12 3 3 n-1 n-1
1 2
1 ! 2 » ’ b
b p
b p
n .op n .o b n .. n
Z&\ o 4 ° 4 °
N3 3 P
p P P

b
(12U13U---Uln)U(23U24U---U2n)U (34U35U---U3n)U---U(n—1)n
Figura 2.9: Toro Binomial.

De la Figura 2.8, donde primero identificamos los lados ¢’s y nos genera un
cilindro, posteriormente identificamos las j’s y nos genera el toro, su grupo fun-
damental tiene la siguiente presentacion finita

(i,j|iji~'j " =e).
De manera simplificada, usando el conmutador tenemos
(i, i7" = e) = (i,5 | i, 5] = e).

En particular, cuando n = 2, T ¢ = Ty = 12, por lo anterior
2

™ (T(z),}?) ~ (1,2 [1,2] = €).

2
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Ahora consideremos el caso n = 3, entonces por definicién

Tsy=To = (12U13) U 23,

2

como se ilustra en la Figura 2.10.

wo

3

A4
~

wo

Yoo
.

(12013) U (23)

Figura 2.10: Toro Binomial T(3).
2

El grupo fundamental de T<3) tiene la siguiente presentacién finita
2

™ (T@,),p) ~(1,2,3][1,2) =e,[1,3] = ¢, [2,3] = ¢).

En general, el grupo fundamental del toro binomial T(n) basado en el punto
p es: ’
7T1<T(n),p> = <1,...,n|[1,2]:e,...,[l,n]:e,[2,3]:e,...,[2,n]:e,

3,4 =e,....[3,n]=e¢,....,[n—1,n]=¢)
= (1,...,n][i,j], paratodo 1 <i<j<n).

Asi por [22, Ejemplo 11.7, p. 347], tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.2. El grupo fundamental del toro binomial T(n) es un grupo abe-
2

liano libre de rango n, es decir, es isomorfo a Z".

Por otro lado, el toro binomial T(n) es un CW-complejo, como se muestra en
2

la Figura 2.11. Donde ¢! = {p} es una 0-celda, las curvas cerradas simples e} = 1,
para todo i = 1,...,n son las 1-celdas. Finalmente e?j son las 2-celdas para todo
1=1,....n—1,5=1,...ny 14 < j. Por lo tanto, la descomposicion celular del
toro binomial es,

rig =t (Uet) (U(Y2)

Las cadenas celulares de T(n) son:
2
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D
3 4 3 4
2 P p p
D D 9 oo &2
1 p 2 1 2 . C‘%" 3 (%n 3 n-1 (n—1)n -1
2 D) € ° 2
o AF1T1 €23 2 €34 3
1613 1 2 p »
€
P cip » p » p D
n . n . n .
L] L] o n
(13| . 1 . 4 .
N3 3 D
p P
p
b
Figura 2.11: T(n) como un CW-complejo.
2
_ /.0
CO - <61>7
_ 1 1
Cr=(ef,...,€.),
_ 2 2 2 2 2 2 2
02 — <€12,...’eln,623,...7627.”6347...,63,,17...,6(”71)”).

Donde notamos que Cy = Z, C} 2 Z" and Cy = 7). Por 1o tanto, tenemos

la siguiente sucesién de complejos de cadenas

83 (92 81 8O

0 0

>CQ >Cl \CO

Notemos que
a()(@?) =0.

Oi(e}))=p—p=0,paratodoi=1,...,n.

H(ef)=i+j—i—j=0foralli=1,....n—1,j=1,....nyi<j.

Lo que implica que los ciclos son:

A (T(g); Z) =ker(dy) = Z,
Zl (T(g),Z) = ker(al) = Zn,

Z5(T(3): Z) = kex(dy) = ZL5).

Las fronteras son:
Bo (T(g), Z) = im((%) = O7
Bl (T(g), Z) = im(82) = O,
By (T{); ) = im(ds) = 0.

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.3.3. Los grupos de homologia del toro binomial T(n) con coeficientes
2

en Z son
Y/ st q=0,

7" st g=1,

Por lo tanto, los niimeros de Betti del toro binomial T; (z) som:
2

(Tpy) =1 b(Tg) =n. bQ(T(n))—<Z), b(T(p) =0 Wiz 3

2

Por lo tanto, la caracteristica de Euler del toro binomial T(n) es
2

W(Tig) = bolT(y) = 0lly) +0(Ty)

2

()

B n®>—3n+2

N 2

B (n—2)(n—-1)
— 5 )

Los primeros valores de la caracteristica de Euler del toro binomial se muestran
en la siguiente tabla:

Note que si k = n—2, entonces X(T(n)) = k(k+1)/2. Asi tenemos lo siguiente.
2

Teorema 2.3.4. Paran > 3, la caracteristica de Fuler del toro binomaial X(T(n>),
2

es un numero triangular.

Para calcular los grupos de cohomologia del toro binomial T(n) usamos el
2

Teorema del Coeficiente Universal para Cohomologia ([21, Theorem 7.5, p. 66]),
a saber:

Teorema 2.3.5. Sea X un CW-complejo. Podemos calcular la cohomologia sobre
un grupo de coeficientes G, utilizando la homologia integral correspondiente y el
producto de extension

H"(X;G) = Hom(H,(X;Z),G) ® Ext(H,_1(X;Z),G).
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Para cualquier grupo abeliano G, por [21, p. 63] tenemos:
Hom(Z,G)=G y FEzt(Z,G)=0.

En particular Hom(Z,Z) = Z y Ext(Z,7Z) = 0. Ademés, para dos grupos
abelianos A y B (ver [10, p. 195]), tenemos

Hom(A& B,Z) = Hom(A,Z) & Hom(B, Z)

Ext(A® B,Z) = Ext(A,Z) ® Ext(B,Z).
Proposicion 2.3.6. Para cualquier entero positivo r, tenemos
Hom(Z",Z) =7, Ext(Z",7Z) = 0.

Demostraciéon. Por induccién sobre r € Z*. El caso r = 1 se sigue inmediata-
mente de lo anterior. Supongamos que Hom(Z",7Z) = 7" es verdadero. Por lo
tanto

Hom(Z™7) = Hom(Z' ®7,7)

= Hom(Z",7Z) ® Hom(Z,Z)
ARV
/AR

1%

I

Similarmente, Fzt(Z™,Z) = 0. O

Por el Teorema 2.3.3, Teorema 2.3.5 y la Proposiciéon 2.3.6, tenemos lo si-
guiente

H0<T(n);Z) o Hom(Ho(T(g);Z),Z>@Ext(H_l(T(g);Z),Z>

2

I

Hom(Z,Z) ® Ext(0,Z)
Zs0
Z.

I

12

Hom(Hi(T(y):2), 2) ® Ext(Ho(T(y, Z), 7

n n
2 2

T
N
IS
5_3/

N
N———

1

I

Hom(Z”,Z) &) Eazt(Z,Z)
7" 0
7",

I

I
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HQ(T(n);Z> o~ Hom(Hg(T(g);Z),Z)@Emt(Hl(T(g);Z),Z>

~ Hom(z(),Z) & Ext(2",7)
~ 708 g0

~ 7(3),

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado;

Teorema 2.3.7. Los grupos de cohomologia del toro binomial T<n) con coeficien-
2

tes en Z. son

2.4. Homologia y

ik st qg=1,
st q=2,
0 st qg>3

Cohomologia de F5(G)

Las siguientes dos proposiciones juegan un papel vital en el resultado central
de esta seccién, a saber el Teorema 2.4.3.

Proposicion 2.4.1. Sean XY espacios topologicos tales que X,Y son cerrados
en XUY y XNY ={p}. SiZ C X yW C Y son retractos fuertes por
deformacion, respectivamente y Z N W = {p}. Entonces Z UW es un retracto
fuerte por deformacion de X UY .

Demostracion. Si Z es un retracto fuerte por deformacién de X, entonces existe
una homotopia hy : X x I — X tal que

Por otro lado, si W es un

= x, si zrzelX,
€ Z, s xzelX,
= a, sl a€Z tel.

retracto fuerte por deformacion de Y, entonces

existe una homotopia hs : X x I — X tal que

h2<y7 0)
h2(y7 1)
ha(b,t)

=y, sl yey,
e W, si yey,
= b si beW tel.

Sea h: XUY x I — X UY definida por

h(z,t) =

hi(z,t) si z€ X,
ho(z,t) si z €Y.
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Ya que ZNW = {p} y hi(p,t) = ha(p,t) = p, entonces por el Lema 1.2.8 h
es continua. Ahora

h(z,0) r, si xeXUY,
h(z, 1) ZUW, si xzeXUY,
h(a,t) = a, si a€ ZUW, tel.

m

Por lo tanto Z U W es un retracto fuerte por deformacién de X U'Y. O

Proposicién 2.4.2. Sea Z be un retracto fuerte por deformacion de X. Sea W
un espacio topologico tal que X NW es un subespacio de Z. Entonces Z UW es
un retracto fuerte por deformacion de X UW.

Demostracion. Ya que Z es un retracto fuerte por deformacion de X, entonces
existe una homotopia h : X x I — X tal que h(x,0) = z, h(x,1) € Z para todo

x € X yh(at)=aparatodoae Zytel Seah: (XUW)xI—XUW
definida por

- [ h(z,t) st xzeX,
h(x’t)_{m si rxeW.

Como XNW es un subespacio de Z, entonces h(y,t) = y paratodoy € XNW,
entonces por el Lema 1.2.8, h es continua. Ahora, obsérvese que

(,0) = z,si z€XUW,
(x,1) € ZUW,si z€ XUW,
h(a,t) = a,si a€ ZUW, tel.

Por lo tanto Z U W es un retracto fuerte por deformacién de X U W. O]

Consideremos las curvas cerradas simples 1,...,n, tales que 1N---Nn = {p},
como se muestra en la Figura 2.7. Con esto tenemos el resultado central de este
capitulo.

Teorema 2.4.3. Para todo n > 2, Fg(\/?:1 2) contiene un subconjunto T ho-
meomorfo al toro binomial T(n) que es un retracto fuerte por deformacion de
2

F2(V?=1i)'

Demostracion. Por induccion sobre n. Para n = 2, sean 1,2 dos curvas cerradas
simples tales que 1 N2 = {p}. Si {z,y} € Fg(l V 2), entonces satisfacen una de
las siguientes tres posibilidades:

(a) {z,y} C 1,
(b) {z,y} C20
(c)xelyye?.

El conjunto de elementos de F2(1 vV 2) que satisface (a) es

By ={{z,y} € (1V2):z,ye€l},
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y se puede representar como una Banda de Moebius. Andlogamente, el conjunto
de elementos de F»(1V 2) que satisface (b) es

By = {{z,y} € Fr(1V2):z,ye€2},

se puede representar como otra banda de Moebius. El conjunto de puntos que
satisfacen (c) es

(1,2) = {{z,y} € FK(1V2):z €1,y €2},
y es homeomorfo al toro 12. Ahora
F(1Vv2) =B UBU(L,2).

Denotamos por 1 = {{SL‘ pt € B(1v2) :zel}y2={{zp} e ”hI1V2):
T € 2} Notemos que 1 es un retracto fuerte por deformacién de By, y 2 es un
retracto fuerte por deformacién de B,. Obsérvese que By N By = {p}, luego por
la Proposicién 2.4.1 1 U 2 es un retracto fuerte por deformacién de By U B,. Por
otra parte

(BiUBs) N (1,2) = (B1N(1,2)) U (BN (1,2)) =T1TU2.
Consideremos Z = 1U2, W = (1,2) y X = B; U By, Entonces por la Proposicién
2.4.2 ZUW = (1U2)U(1,2) es un retracto fuerte por deformacién de

(B1 U By) U (1,2).

Ya que (1U2)U(1,2) = (1,2), asf (1,2) es un retracto fuerte por deformacién
de Fy(1V 2). Por lo tanto, el toro binomial T = (1,2) ~ T(2> es un retracto
2

fuerte por deformacién de Fg(\/?:1 i).

Supongamos que Fj ( Vi, z) contiene un subconjunto 7, homeomorfo al toro
binomial T( ) tal que T3 es un retracto fuerte por deformacion de FQ( Vi, z)

Si{z,y} € Fg( \/?:11 i), entonces satisface una de las siguientes tres posibili-

dades:
(a) {z,y} C Vi 4,
(b) {z,y} C(n+1)o
(c)reV._,iyye(n+1).

El conjunto de elementos de Fg( Vi K ) que satisfacen (a) es homeomorfo a

F5(\/_, 7). El conjunto de elementos de Fg(\/iil i) que satisface (b) puede ser
representado como una banda de Moebius, denotado por B, ;. El conjunto de
puntos que satisfacen (c) es

n+1

{{x,y}eF2<\/i) :xe\n/z',ye (n+1)},

=1 =1
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que es homeomorfo a (\/}_, i) x (n+ 1). Asi

F2<n\7@) %Fg(\n/i) U Byt U (\n/i) x (n+1).

=1 =1 i=1

Denotamos por n + 1 = {{z,p} € FQ(\/"Jrl i):z € (n+1)}. Note que n + 1
es un retracto fuerte por deformacién de By,41. Ya que Fo( Vi, 4) N Buy1 = {p},
entonces por la Proposicién 2.4.1 ToUn + 1 es un retracto fuerte por deformacion

de Fo( Vi, i) U By

Haciendo

Tenemos que X NW =~ \/74'i, asi X "W C Z. Por la Proposicién 2.4.2,
ZUW =T, Un+1U (\/ ) (n 4+ 1) es un retracto fuerte por deformamon
de XUW = Ry (Vi )UBn+1U( Vil i) x (n+1).

Yaquen +1es homeomorfo a(n+1)y (n+1) C (Vi i) x(n+1), entonces

TQUn——i-lU(\n/i) X (n+1)~ (

i=1

H<:

) n+1

Asi concluimos que T3 = <T2 u(Vi, z)) X (n + 1) es un retracto fuerte por
deformacién de Fy(\/17,'4).

=1

Por otro lado,
(\/@) Xx(n+1l) = (Ixn+1)V---V(nxn+1)
i=1

= 1n+1)V---Vn(n+1).

Observe que tenemos las siguientes igualdades

T(n>U(\/Z) x(n+1) = T<n)U<1(n—i—1)\/---\/n(n+1))

2

— T(n)U<1(n+1)U---Un(n+1)>

2

= T<n+l>.

2

Porlo tanto T5 ~ T, (") es un retracto fuerte por deformacion de Iy ( \/?jll z)
2
O
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Del Teorema 2.4.3 y la Proposicién 1.3.8 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.4.4. Para todo n > 2, la inclusion ¢ : T — Fg(\/?:1 z) es una

equivalencia homotopica, donde T es homeomorfo al toro binomial T(n).
2

Si X y Y son dos espacios topoldgicos tales que tienen el mismo tipo de
homotopia, y si existe un espacio Z que es homeomorfo a Y, entonces Y y Z tienen
el mismo tipo de homotopia, luego como el tipo de homotopia es transitiva, X
tiene el mismo tipo de homotopia que Z. Asi por el Teorema 2.4.3 y el Corolario
2.4.4, tenemos.

Corolario 2.4.5. Para todo n > 2, el toro binomial T(n) tiene el mismo tipo de
2

homotopia que F5(\/}_, 7).

El siguiente resultado juega un papel importante en los calculos de invariantes
algebraicos del segundo producto simétrico de una gréfica finita.

Teorema 2.4.6. Sea G una grdfica finita, entonces F»(G) tiene el mismo tipo de
homotopia que el toro binomial T(r), donder =1—|V(G)| + |E(G)].
2

Demostracion. Si G es una grafica finita, por el Teorema 2.2.1 para todo n > 1,
F,(G) tiene el mismo tipo de homotopfa que F,(\/_; S*), donde r = 1—|V(G)|+
|E(G)|. En particular para n=2 y por el Corolario 2.4.5,

R(G) ~ FQ(VSl) ~ T(ry.

donde r =1 — |V(G)| + |E(G)|. O

Por ejemplo, si consideramos la gréafica finita X de la Figura 2.12. Observamos
que r = 5. No se conoce un modelo geométrico de F»(X), mds ain es un problema
dificil hallarlo. Sin embargo, por el Teorema 2.4.6 podemos saber su tipo de
homotopia, a saber

donde

T(sy = Tho = (12U13 U 14U 15) U (23U 24U 25) U (34U 35) U (45).

Ahora nos preguntamos, jcudl es el grupo fundamental de F5(X)?. Para res-
ponder esta pregunta, notemos que el grupo fundamental es un invariante ho-
motodpico (por el Teorema 1.3.6), es decir, puesto que Fp(X) y T(5) tienen el

2

mismo tipo de homotopia, entonces sus grupos fundamentales correspondientes
son isomorfos. Pero en la seccién anterior ya calculamos el grupo fundamental del
toro binomial (ver Teorema 2.3.2), por lo tanto

™ (F(X)) = m (1) = Z°.
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Figura 2.12: Un ejemplo de una gréfica finita X.

Entonces de manera general, aplicando el Teorema 1.3.6 y el Teorema 2.3.2,
calculamos el grupo fundamental del segundo producto simétrico de una grafica
finita por medio del calculo del grupo fundamental del toro binomial, asi tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2.4.7. Sea G una grifica finita, entonces
T (FQ(G)) = ZT,
donde r =1—|V(G)| + |E(G)|.

Cabe mencionar que C. Tuffley en [23, Teorema 3, p. 883], calcula el grupo
fundamental de F),(G) para toda n € N, utilizando otro tipo de herramienta de
Topologia Algebraica.

Por otro lado, sabemos que si T" es un arbol, entonces T' es contractil, asi para
todon > 1, m (Fn(T )) es el grupo trivial. Aplicando el Teorema 2.4.7 observamos
que el reciproco es cierto cuando n = 2, como lo muestra el siguiente resultado.

Corolario 2.4.8. Sea G una grifica finita, entonces G es un drbol si y solo si
1 (FQ(G)) = O

Puesto que el toro binomial 7T/ ) tiene el mismo tipo de homotopia que F3(G),

2
donde G es una grafica finita, entonces sus grupos de homologia y cohomologia
son isomorfos. Asi aplicando el Teorema 2.4.6 and Teorema 2.3.3, tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 2.4.9. Sea G una grdfica finita. Los grupos de homologia de F5(G) con
coeficientes en 7 estdn dados por

Hy(F(G)Z) = § (1)

donde r =1—|V(G)| + |E(G)|.
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Observacion 2.4.10. 1. Cuando r = 1, entonces G tienen el mismo tipo de
homotopia que S', entonces Fy(G) tiene el mismo tipo de homotopia que
Fy(S"Y). Puesto que Fy(S') es homeomorfo a la banda de Moebius y una
banda de Moebius tienen el mismo tipo de homotopia que S'. Asi Fy(G)
tiene el mismo tipo de homotopia que S*. Por lo tanto la caracteristica de
FEuler es

V(B(C)) = x(5Y) = 0.

2. Cuando r = 2, entonces G tiene el mismo tipo de homotopia que S* V S*,
entonces Fy(G) tiene el mismo tipo de homotopia que Fy(S* Vv SY), y este
hiperespacio a su vez tiene el mismo tipo de homotopia que el toro binomial

T(z) =T, = 12. Asi su caracteristica de Euler es x(12) = x(1)x(2) = 0.

2
Por lo tanto

x(F2(G)) = x(F(8" v §1) = x(T(z)) = 0.
La caracteristica de Euler de F5(G) coincide con la caracteristica de Euler del
toro binomial T(r) donde r =1 — |V(G)| + |E(G)], ya que tienen el mismo tipo
2

de homotopia. Por lo tanto tenemos lo siguiente.

Teorema 2.4.11. Sea G una grdfica finita, entonces la caracteristica de Fuler
de F»(G) es
r? —3r+2
X(F(@) = 2,
donde r =1—|V(G)| + |E(G)|.

En la siguiente tabla se muestran algunos valores de la caracteristica de Euler
del segundo producto simétrico de una gréfica finita G, donde r =1 — |V(G)| +

|E(G)].

r 1[2[3[4[5[6 7 [8[9]10[11[12]13
X(F2(G) [0 [0 T[3]6 101521 2836455566

Los primeros numeros triangulares de forma geométrica se muestran en la
Figura 2.13

/Q\\ J,/.\ "!\ /q\.\
/ \\ /" \ /l;f' \ ”‘.'t.\q
s s % doasas

1 3 6 10 15

Figura 2.13: Ndmeros triangulares.

Por el Teorema 3.4, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.4.12. Sea G una grdfica finita yr =1 —|V(G)| + |E(G)|. Entonces
la caracteristica de Fuler de Fy(G) pertenece al conjunto de los nimeros triangu-
lares, sir > 3. Para el casor =1yr =2, x(F»(G)) = 0.

Para finalizar este capitulo, aplicando el Teorema 2.4.6 y el Teorema 2.3.7,
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.13. Sea G una grdfica finita. Los grupos de cohomologia de Fy(G)
con coeficientes en 7 son

7" st qg=1,
Hq(F2<G),Z) = Z(;) S g= 27
0 sioq>3

donde r =1— |V(G)| + |E(G)|.
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Capitulo 3

El (n,m)-ésimo Producto
Simétrico Suspension de Graficas
Finitas

En este capitulo construimos un funtor de la categoria de los continuos a la
categoria de los (n,m)-ésimos productos simétricos suspensién de continuos, el
cual lo denotaremos por SF(—). Tal funtor tiene la virtud de ser homotépico,
como lo mostraremos. Posteriormente clasificamos los objetos de la categoria de
los (n, m)-ésimos productos simétricos suspensién de graficas finitas por medio de
homotopia, obteniendo representantes universales, sin embargo, es un problema
abierto hallar explicitamente el tipo de homotopia de cada representante universal
paran,m € N, conn >m, m > 1yn > 3, yaque paran =2y m = 1 en este
capitulo se halla el tipo de homotopia del representante universal de la clase de los
(2, 1)-productos simétricos suspension de graficas finitas. Asi mismo calculamos
la caracteristica de Euler de los (n,m)-ésimos productos simétricos suspension
de graficas finitas. Por ltimo, definimos un polinomio asociado a una grafica
finita, para dar soluciones particulares al siguiente problema: Dados m,n € N
con m < n, si X un continuo tal que SE (X) es homeomorfo a F,(X), entonces
. X es contractil?

3.1. El funtor SF(-)

Dado m,n € N con m < n, y X un continuo, SF(X) denota el espacio co-
ciente F,,(X)/F,,(X), que se obtiene identificando F},(X) a un punto en F,(X).
Los espacios SF(X) son llamados los (n,m)-ésimos productos simétricos sus-
pension del continuo X. La funcién continua p;y , : F,(X) — SF2(X) denota
la funcién cociente natural.

Dada una funcién continua f : X — Y entre continuos y las funciones co-
ciente natural p) , : F,(X) — SE2(X) y py, . : Fo(Y) — SF/(Y). Definimos

77
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la funcién inducida SF}(f) : SF(X) — SE?(Y), por

SEL()(omn(A)) = prn(Fa(f)(4)), paratodo A€ F,(X);

en otras palabras, SF(f) puede ser definida de tal manera que el siguiente
diagrama sea conmutativo

Fo(x) 2 By

pis,nj jpxm

Por [8, Teorema 4.3, p. 126], SF(f) es una funcién continua.

Lema 3.1.1. La construccion SF.(—) tiene las siguientes propiedades funtoria-
les:

(a) Si f: X — Y yg:Y — Z son funciones continuas entre continuos,
entonces

SEL(go f) = SE,(g) 0 SEL(f) - SEL(X) — SEL(Z).

(b) Siidx : X — X es la funcion identidad, entonces

SFZ(ZCZ)() = 1SF%(X) : SFTZ(X) — SF%(X)

Demostracion. Para probar la parte (a), consideremos el siguiente diagrama con-
mutativo

pﬁ,nl lp%,n lprzn,n

es decir
SE(g) 0 SER(f) © o = P © Fulg) o Fu(f). (3.1)

Por otro lado, por definicion, tenemos el diagrama conmutativo

Fn(gof)

Fu(X) Fa(2)

pﬁ,nl lpi,n

SF(X) = SFR(Z)

es decir,
SEN(go f)oppn = pino Fulgo f). (3.2)
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Dado que F,(go f) = F,.(g9) o F,.(f), por (3.1) y (3.2) se tiene que
SE(gof) = SE,(g) o SEL(S).
(b) La identidad 1gpn (xy : SFJL(X) — SE(X), estd definida por
Lsrp () (Pmn(A)) = Pin.n(A) para todo A € F,(X).

Siidy : X — X eslaidentidad, es decir, idx (z) = x, entonces F,,(idx)(A) =
A: F,(X)— F,(X). Asi para todo A € F,(X), tenemos

SEn(idx)(pma(A) = P (Falidx)(A))
P n(A)
= Lsrnx) (Pmna(A))-

]

Denotamos por SF,, la categoria de los (n, m)-ésimos productos simétricos
suspensiéon de continuos, que tiene como objetos la clase

{SF;Z(X) : X es un Continuo}

y por flechas funciones continuas. Por el Lema 3.1.1, SF(—) es un funtor de la
categoria de los continuos a SF),. Més atn, el functor SF(—) es homotépico,
como lo muestra el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.2. Sean X,Y continuos y f,g: X — Y funciones continuas.
Si f ~ g entonces SE"(f) ~ SFE"(g) para todo m,n € N con m < n.

Demostracion. Sea h : X x I — Y una funcién continua tal que h(x,0) = f(z) y
h(z,1) = g(z) para todo x € X. Entonces por el Teorema 2.1.1, para cualquier
ne€Nh,: F,(X) x I — F,(Y) definida por

ho({z1, ... xq},t) = {h(z1,1),..., h(z4,t)}, donde d <n

es una funcién continua tal que h,(A,0) = F,(f)(A) y hn(A, 1) = F,(g)(A) para
todo A € F,,(X).

Sean pyy ., ¢ Fo(X) = SF}(X) y ph, « Fu(Y) — SEL(Y) las funciones
cociente naturales y id : I — I la funcién identidad. Note que la funcién pjy , X
id : Fo(X) x I — SF%(X) x I definida por p, x id(A,t) = (p.(A),t) es
una identificaciéon. Entonces para cualesquiera m,n € N con m < n, definimos
H! :SE"(X)xI— SFY) por

H} (o n(A),8) = pr (B (A1)
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Por [8, Teorema 4.3, p. 126], H} es una funcién continua y el siguiente dia-
grama es conmutativo.

hn

Fo(X) x I Fo(Y)

pi,nxll lpﬁ,n

SER(X) x I —— SFL(Y)

Asi para todo A € F,(X), tenemos

H} (o n(4),0) = py(ha(A,0))

P (Fn(f)(4))
= SER) (P (A)
Andlogamente H}! (pp ,(A),1) = SEZ(g)(pmn(A)) para todo A € F,(X).
Por lo tanto SF”(f) ~ SE"(g). ]

Teorema 3.1.3. St X y Y son continuos homotopicamente equivalentes, enton-
ces SE(X) y SEX(Y) son continuos homotépicamente equivalentes, para todo
m,n € N with m <n.

Demostracion. Si X es homotépicamente equivalente a Y, entonces existen fun-
ciones continuas f: X - Yyg:Y — X talesquegof ~1xy fog=>~1y. Porla
Proposicién 3.1.2, SF (go f) ~ SE%(1x) y SF} (fog) ~ SE!(1y). Por lo tanto
por el Lema 3.1.1, SF(g)o SE(f) ~ lspn(x) vy SEn(f)oSFR(g) ~ 1gpmy). O

En consecuencia, tenemos.

Corolario 3.1.4. Si X un continuo contraible, entonces SE]'(X) es contraible
para todo m,n € N con m < n.

3.2. Clasificacion

El siguiente resultado nos permitira clasificar la clase de cocientes de productos
simétricos de graficas finitas.

Teorema 3.2.1. Sea G una grdfica finita, y sea r = 1—x(G). Entonces para todo
m,n € N conm < n, SE?(G) es homotdpicamente equivalente a SF(\/;_, C;),
donde C; es homeomorfo a S' para todo i =1,...,r.

Demostracion. Si G es una grafica finita, entonces por el Teorema 1.5.7 G es
homotépicamente equivalente a \/;_; C;, donde r = 1 — x(G) and C; es homeo-
morfo a S* para todo i = 1,...,r. Por lo tanto por el Teorema 3.1.3 SE"(G) ~
SEn(Visi Ci). m



3.2. CLASIFICACION 81

Una consecuencia inmediata es el siguiente corolario.

Corolario 3.2.2. Sean Gy, G2 dos grificas finitas tales que x(G1) = x(Ga2),
entonces SF(G1) es homotdpicamente equivalente a SE(G3y) para todo m,n €
N, con m < n.

Tenemos los ingredientes para clasificar la clase de cocientes de productos
simétricos de graficas finitas

GSF) = {SF,Z(G) : G es una grafica ﬁnita},

de la siguiente manera: SE (G1) ~ SE(G3) siy sélo si SF(Gy) tiene el mismo
tipo de homotopia de SF"(G3). Dado que la equivalencia homotépica es una
relacion de equivalencia, entonces podemos considerar el conjunto de todas las
clases de equivalencia

GSF" | ~= {[SF[;L(G)] : SFN(G) € QS]:%},

donde [SF!(G)] denota la clase de equivalencia del espacio SF(G). Como con-
secuencia del Teorema 3.2.1, Tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.3. Para cualesquiera m,n € N con m < n, el conjunto de clases
de equivalencia GSF' | ~ lo podemos escribir como (véase la Figura 3.1)

{ [SER({p})], [SER(C)], [SFR(Cy vV Co)], [SER(Cy v Cy v Cs)], .. }
y de hecho eiste una funcién biyectiva
0 ZTU{0} — GSF"/ ~
definida por

SE,({p})] si. =0,
SF(CyVCyV -V )] si r#0.

o ={

Este resultado muestra que tenemos modelos universales homotopicos, es decir,
tenemos representantes de clases de equivalencia distinguidas, para £ > 1, a saber

[SF;;(\?O)} - {SF;;(G) €GSF"  y(G)=1— k}

Por ejemplo, ya que para todon € Nconn > 2, SF" | (S') ~ RP"/RP"? (ver
[20, p. 3]), entonces SF_,(S") ~ RP"/RP"2, asf [SF_(S)] = [RP"/RP"2].
Por lo tanto,

[RP"/RP"2] = {SF:_l(G) € GSF" | x(G) = o}.
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gSFn/ ~

m

0
[SER({p)] |/

SELC)] |/

m

[SEN(CivCy)] |/

m

Figura 3.1: Particién de GSF}}/ ~.

3.3. El SF?(X) de una gréfica finita

En esta seccién estudiaremos el tipo de homotopia de SFZ(X), cuando X es
una grafica finita.

Lema 3.3.1. Sean X,Y,Z, Di y Dy continuos tales que Dy C X, Dy C Y,
Din Dy ={p}, XNY ={p}, ZN Dy = {p} y ZN Dy = {p}, entonces

(XUYUZ)
D1 U D,

~ (X/Dy)uU(Y/Dy)U Z.
Demostracion. Consideremos las funciones cocientes
p: XUYUZ — XUYUZ/DyU D,
m: X — X/Dy,
0:Y —Y/Ds.

La funcién h: X UY U Z/Dy U Dy — X/D,UY /Dy U Z dada por
(z) size X,
hip(z)) =< o(x) sizeY
T six € Z

es un homeomorfismo (ver la Figura 3.2). ]

Proposicién 3.3.2. Sean A y B continuos tales que AN B = {p}, entonces

SFYAV B) =~ SF}(A)USFA(B)U (A, B).
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Figura 3.2: Diagrama de cocientes.

Demostracion. Ya que AN B = {p}, entonces Fy(A) N F1(B) = {{p}}, F>(A)N
Fy(B) = {{p}}, Fi(A)N(A, B) = {{p}} vy Fi(B)N(A, B) = {{p} }. Consideramos
los espacios X = F5(A), Y = F»(B), Z = (A, B), D; = F1(A) and Dy, = F|(B).
Aplicando el Lema 3.3.1, obtenemos el resultado deseado. [

Utilizando la notacién de la Seccién 2.3 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.3.

T

SFf(\/z) R~ OSFE(Z) U T(g) para todo 1 > 2.
i=1

i=1

Demostracion. Procedemos por induccion sobre r. Para el caso r = 2, observemos
que F5(1) es homeomorfo a una banda de Moebius (por ejemplo ver [1 |, Ejercicio
1.26, p. 9]). Recordemos que F5(1) se puede ver como un cuadrado en el que dos
de sus lados opuestos se identifican apropiadamente. Ademas, los otros dos lados
constituyen Fj(1) como se muestra en la Figura 3.3.

F(1) {r}

—_—

Fy(1)

Fl(l) Fl(l)

Figura 3.3: El modelo de F(1).

Por otro lado, el espacio M = {{z,p} : * € 1} es homeomorfo a S' y es un
"meridiano”del toro (1,2) ~ 12. El espacio E' = {{p,z} : * € 2} es homeomorfo a
S!y es un "paralelo”del toro (1,2), donde Fp(1)N(1,2) = M y F»(2)N(1,2) = E,
como la ilustracién de la Figura 3.4.

Puesto que Fi(1) es homeomorfo a la frontera de la banda de Moebius, en-
tonces Fy(1) N (1,2) = {{p}}. Analogdmente, F;(2) N (1,2) = {{p}}. Haciendo
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Figura 3.4: El toro (1,2) ~ 12.

A =1y B =2, entonces por la Proposicién 3.3.2 tenemos
2

SFf(\/i) — SF2(1V2)

: SFE1)USFE2)u(1,2)
SFX1)USFE2)uU12
SFE(l) U SFE(Q) U T(g)

Q

Q

2
i=1
Ahora supongamos que
SFf(\/z) A USFE(Z) U T<r) para 1 > 2. (3.3)
i=1

i=1

Siguiendo las ideas de las ilustraciones anteriores, tenemos lo siguiente:

1. F1<\/§:1 z) N <\/§:1¢,r + 1> — {{p}},
2. Fi(r+1)n < Vo i+ 1> = {{p}}.

Haciendo

A=\/i y B=r+1,
i=1
aplicando la Proposicién 3.3.2, obtenemos

SFf(\Zz) - SFf(i:\T/li\/ (7"+1)>

r

SFE(\/z‘) uSFf(r+1)u<\71,r+1>.

=1

Q
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Por (3.3)

spf(\r/z') ~ Ospf(z) uT
=1

asi

r+1

SFf(\:/lz>

Q

(QSFE(@')UT@))USFQTle <\/z T+ > A4)

- gSFf(i)UT(;)U<\/i,T+1>. (3.5)

i=1
Notese que

s s

<\/i,r+1> ~ \ix(r+1)

i=1 =1
= Ix(r+1)V---Vrx(r+1)
r+1)VvV---Vr(r+1).

T(T>u<\/i,(r+1)> ~ T(T)U(l(r—kl)\/"-Vr('r’—i-l)) (3.6)

2

= Tppy. (3.7)

2
Sustituyendo (3.7) en (3.5), se tiene que

r+1 r+1

SF2<\/> USF2 ) U Ty,

Observaciéon 3.3.4. Del Teorema 5.5.3, notamos que

2/. ~ .
(U SFl (Z)) N T(;) ~ \/Z.
i=1 i=1
Por definicién, tenemos que SFE(i) = Fy(i)/Fi(i) para todo i = 1,...,7,
donde i es homeomorfo a S!. Esto significa que si identificamos la frontera de

la banda de Moebius a un punto, obtenemos el plano proyectivo real, como lo
muestra la Figura 3.5.

Por lo tanto SF?(i) es homeomorfo a RP? para todo i = 1,...,r. Entonces
tenemos el siguiente resultado.
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F(i)
SF2(i)

RP?

Fi(i)

Figura 3.5: Modelo de SFZ(3).

Corolario 3.3.5. Para todo r > 2
SFf(\/i) ~\/RP2UT,.
i=1

Por otro lado, si G es una gréfica finita, entonces por el Teorema 1.5.7 G
tiene el mismo tipo de homotopia que \/;_, i , donde r = 1 — |V(G)| + |E(G)|.
Aplicando el Teorema 3.2.1 para n =2 y m = 1, tenemos

T

SFX(G) ~ SF? ( \/ z) .

i=1

Ya que SFf(\/:Zl z) es homeomorfo a \/" RP? U T(T) para todo r > 2 (Coro-

lario 3.3.5), entonces tienen el mismo tipo de homotopia. Por lo tanto tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 3.3.6. Sea G una grifica finita, entonces
2 ~ 2
SFY(G) ~ \/RP*U ey

donde r =1—|V(G)|+|E(G)| yr > 2.

Observacién 3.3.7. Cuando x(G) = 1 entonces G es un drbol, por lo tanto es
contraible, asi SFE(G) es contraible. Por otro lado, cuando x(G) = 0 entonces G
tiene el mismo tipo de homotopia que S*, por ello SF(G) ~ SFE(S') ~ RP2.

Por la observacién anterior tenemos un representante universal de la clase de
los (2, 1)-productos simétricos suspensién de graficas finitas, es decir

2

Corolario 3.3.8. Sea G una grafica finita, entonces

[\T/RIP’Z U T(;)} - {SFf(G) € GSF?: x(G) =1~ 7”},

donde r =1—|V(G)| + |E(G)| > 2.
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Un problema abierto es encontrar los representantes universales de las clases
del (n,m)-ésimo producto simétrico de una gréfica finita [SF[,EL(G)}, en otras

palabras hallar el tipo de homotopia de SE (G), para algunas (luego para toda)
n,meN conn>m, m=21yn=3.

3.4. La caracteristica de Euler de SF(G)

En esta seccién calcularemos la caracteristica de Euler de SFZ(X), y en ge-
neral la caracteristica de Euler de SF'(X), cuando X es una grafica finita.

Asi como los grupos de homologia son tanto invariantes topoldgicos como
homotdépicos, también lo es la caracteristica de Euler, como lo muestra el siguiente
resultado.

Teorema 3.4.1. [10, Teorema 2.44, p. 146] Sean X y Y dos CW -complejos
finitos.

(a) Si X =Y, entonces x(X) = x(Y).
(b) Si X ~Y, entonces x(X) = x(Y).

Consideremos las siguientes propiedades basicas de la caracteristica de Euler
de un C'W-complejo finito X.

Lema 3.4.2. Sea X un CW -complejo finito

(a) Si X es la union de subcomplejos A y B, entonces
X(X) = x(A) + x(B) = x(AN B).
(b) St A y B son dos subcomplejos de X, entonces
X(A = B) = x(A) = x(B).
(c) Si A es un subcomplejo de X, entonces
X(X/A) = x(X) = x(4) + L.

Demostracion. (a) y (b) ver [10, Ejercicio 21, p. 157]. (¢) Ya que X/A = (X —
A) U {A}, entonces

X(X/4) = x((X —A)yu{A})
= x(X —A)+x({A}) — x(0)
= x(X)—x(A)+1-0.
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Aplicando el inciso (a) del Lema 3.4.2, tenemos el siguiente resultado.
Lema 3.4.3. St X1,...,X,, son CW-complejos finitos, entonces

x<\n/Xz-> =x(X1)+ - +x(X,)+1—n.

Es bien conocido que x(S') = 0y x(RP?) = 1, asi por el Lema 3.4.3

X(\n/ RP2> =1, (3.8)

X(\n/z')zl—n. (3.9)

=1

Teorema 3.4.4. Sea G una grdfica finita, entonces la caracteristica de Euler de
SFZ(Q) es
r?—r+2

X(SF (@) = ——

donde r =1—|V(G)|+ |E(G)|r > 2.
Demostracion. Por el Teorema 3.3.6 y el inciso (b) del Teorema 3.4.1, tenemos
X(SFE(G)) - X(\/RP2 U T(r)).
2
Aplicando el inciso (a) del Lema 3.4.2,

X(\T/W UT(y) = X(\T/W) +x(Ty) —X(\T/W NT().

Usando la igualdad (3.8),

X(\/RP2> ~1. (3.10)
Por [2, Teorema 4.4, p. 21], tenemos lo siguiente
r? —3r +2

() -2 on

Por la Observacién 3.3.4 y el inciso (a) del Teorema 3.4.1

X(\VW“T@) ZX(\T/@)’

=1

usando la igualdad (3.9)

H(VEe ) :X<\_7i> —h (3.12)



3.4. LA CARACTERISTICA DE EULER DE SFN(G) 89

Por lo tanto, sustituyendo (3.10), (3.11) y (3.12), tenemos

" 2_3r42
RP? TT) S I T
X<\/ Y (2) + 2 ( 7")
L
= —r°—=r .
2 2

En general, calcularemos la caracteristica de Euler de SF(G), como muestra
el siguiente resultado.

Teorema 3.4.5. Sean G una grdfica finita y m,n € N con m < n. Entonces la
caracteristica de Euler de SF'(G) es

r—1
e (i BV G

donde r =1—|V(G)| + |E(G)|.

w(sE©) = ey (T

Demostracion. Aplicando el Teorema 3.2.1, el inciso (b) del Teorema 3.4.1 y el
inciso (c) del Lema 3.4.2; tenemos

X(SEM(@)) = X(SF,;;( T z))

i=1
donde r =1 — |V(G)| + |E(G)|. Aplicamos [23, Ecuacién (2.1), p. 880], a saber

X(Fk( z’))_1+2§(_1)1(l+li11>+(—1)’f(l+lf;1>. (3.13)

j=1 j=1



90 CAPITULO 3. EL (N, M)-ESIMO PRODUCTO SIMETRICO

Asi

X(SFL(G)) = X(Fn(\/z>)—X<Fm<\/z>)+1

i=1 i=1

_ 1+2nzl(_1)j(r;ri:1) +(—1)"(”’tﬁ¥1>

() ()
_ 1+2§<—1>J‘(ﬁf}1)“‘””(Ttﬁl>

(=)™ (r tTl_ 1).

En el Apéndice A aparecen como tablas los valores de la caracteristica de
Euler x(SE(G)), para2 <n <6,1<m <5y 0 <r <20.

]

3.5. Polinomio Simétrico

Para concluir este capitulo vamos a analizar el siguiente problema, cuando X
es una grafica finita.

Problema 3.5.1. Dados m,n € N con m < n, si X es un continuo tal que
SE"(X) es homeomorfo a F,,(X), entonces ;X es contractil?

Primeramente nétese que si SF"(G) es homeomorfo a F),(G), entonces por el
inciso (a) del Teorema 3.4.1 tienen la misma caracteristica de Euler, es decir,

X(SFL(G)) = x(Fu(@)).
Aplicando el inciso (c) del Lema 3.4.2; tenemos

X(Fu(@) = x(Fn(@)) + 1 = x(Fu(G)),

es decir
X(Fn(G)) = 1. (3.14)

Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.5.2. Sean G una grdfica finita y m,n € N con m < n. Si SF'(G) es
homeomorfo a F,(G), entonces

X(Fn(G)) = 1.
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Por otro lado, si G es una grafica finita, entonces por el Teorema 1.5.7
T
G~ \/ i,
i=1

donde r = 1 — x(G). Luego por el Teorema 2.2.1

T

FlG) = Fu(\/ 7)),

i=1

como la caracteristica de Euler también es un invariante homotopico, por el inciso
(b) del Teorema 3.4.1, se tiene que

(@) = (5 (V5')). 3.15

Por (3.13), (3.14) y (3.15), tenemos

es decir,

s r+j—1 r+m-—1

2 —1) —1)™ =0.
> () (T

Por lo tanto tenemos el siguiente lema.

Lema 3.5.3. Sean G una grdfica finita y m,n € N con m < n. Si SE"(G) es
homeomorfo a F,,(G), entonces

2m_1(—1)j (Tjiz 1) + (—1)m(r+rn_11_ 1) — 0,

1

<

donde r =1 — x(G).

Definicién 3.5.4. Sea G una grifica finita yr = 1—x(G), definamos el polinomio
simétrico de grado m asociado a G como

p(r,m) = 22(_1>j (T j:iz 1) T <T tTl— 1>'

Desarrollando el polinomio simétrico de grado m asociado a la grafica finita
G, tenemos
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) = 235y (T (T

2:7" 2r(r +1) 2(-1)" r(r+1)---(r+m-—2
T (m_)l)!( )
+(—1)mr(r+1)~~(r+m—1).

m!

Analicemos algunos homeomorfismos entre los espacios SF(G) y F,(G),
cuando G es una grafica finita y m es par.

Teorema 3.5.5. Sea G una grdfica finita yn € N con n > 3. Si SF}(G) es
homeomorfo a F,(G), entonces G es un drbol ¢

Demostracion. Si SFy(G) es homeomorfo a F,,(G), entonces por el Lema 3.5.3,

2r  r(r+1)
P =—qp+ = =0

donde r = 1 — x(G). Las raices de p(r,2) son r; = 0y r = 3. La grafica de p(r, 2)
se ilustra en la Figura 3.6.

20

0.5

—05[

Figura 3.6: Grafica de p(r,2).

Si r = 0, entonces por el Lema 3.5.6, G es un arbol.

Si r = 3, entonces

La siguiente observacién es consecuencia de la Proposicién 1.5.3.
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Observacién 3.5.6. Sea G una grifica finita tal que r = 1 — x(G). Sir = 0,
entonces G es un drbol.

Teorema 3.5.7. Sea G una grdfica finita yn € N con n > 5. Si SF}(G) es
homeomorfo a F,(G), entonces G es un drbol.

Demostracion. Si SF}(G) es homeomorfo a F,,(G), entonces por el Lema 3.5.3,

2r N 2r(r+1)  2r(r+1)(r+2) N rir+1D)(r+2)(r+3) _ 0.

p(rd)=—1y 2l 30 A1

donde r = 1 — x(G). Las raices de p(r,4) son

r1 = —0,33162 — 3,55761,
ry = —0,33162 + 3,5576¢,
ry = 2,6632,

ry = 0.

La grafica de p(r,4) se ilustra en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Gréfica de p(r,4).

Ya que r = 1 — x(G) y puesto que la caracteristica de Euler es un nimero
entero, entonces sélo consideramos la raiz » = 0. Ahora si » = 0, entonces por el
Observacién 3.5.6, G es un arbol. n

El siguiente ejemplo se analiza una potencia par més grande para m (a saber
m = 400) nétese que calcular las raices del polinomio simétrico usando métodos
clasicos es un problema dificil, por ello hacemos uso del programa Mathematica
10.0.

Ejemplo 3.5.8. Sea G una grifica finita y n € N con n > 401. Si SFj,(G)
es homeomorfo a F,(G), entonces G es un drbol, en efecto: Si SFj(G) es ho-
meomorfo a F,(G), entonces por el Lema 3.5.3, el polinomio simétrico de grado
cuatrocientos asociado a la grdfica finita G es cero, es decir

p(r,400) = 0.
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Las raices de p(r,400) se calcularon en el programa Mathematica version 10.0,
como se puede ver en el Apéndice B. Notese que 398 raices son complejas vy
dos son raices reales. Las raices reales son r = 0 y r = 2,17651. Ya que r =
1 — x(G) y puesto que la caracteristica de Euler es un nimero entero, entonces
solo consideramos la raiz v = 0. Si v = 0, entonces por la Observacion 5.5.6, G
es un drbol. La grifica de p(r,400) se ilustra en la Figura 3.8.

Figura 3.8: Gréfica de p(r,400).

Ahora analicemos algunos homeomorfismos entre los espacios SF'(G) v F,(G),
cuando G es una grafica finita y m es impar.

Teorema 3.5.9. Sea G una grdfica finita yn € N con n > 2. Si SF]'(G) es
homeomorfo a F,(G), entonces G es un drbol.

Demostracion. Si SF](G) es homeomorfo a F,,(G), entonces por el Lema 3.5.2

x(Fi(G)) =1.
Puesto que Fi(G) es homeomorfo a G, entonces por el inciso (a) del Teorema
3.4.1
X(F1(G)) = x(G) =1,

luego por la Proposicién 1.5.3, G es un arbol. n

Cuando el grado del polinomio simétrico asociado a una grafica finita es impar,
se discierne que solo tiene una raiz real, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5.10. Sea G una grdfica finita yn € N conn > 42. St SF}L(G) es ho-
meomorfo a F,(G), entonces G es un drbol, en efecto: Si SEF},(G) es homeomorfo
a F,(G), entonces por el Lema 3.5.3

p(r,41) = 0.

Las raices de p(r,41) se calcularon en el programa Mathematica version 10.0,
como se puede ver en el Apéndice C. Notese que 40 raices son complejas y una
real, a saber r = 0. Ahora si r = 0, entonces por la Observacion 3.5.6, G es un
drbol. La grdfica de p(r,41) se ilustra en la Figura 3.9.
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-50

-100

-150

Figura 3.9: Grafica de p(r,41).

Como hemos visto el polinomio simétrico juega un papel importante en el
Problema 3.5.1. Cabe mencionar que se realizaron mas ejemplos para analizar
las raices del polinomio simétrico, por falta de espacio no se incluyeron aqui, sin
embargo, en la Figura 3.10 se muestran las graficas de polinomios de grado par
de los polinomios:

s 32)
r,100)
r,1000)
r,10000)

IR TN N S

Figura 3.10: Algunas gréaficas de polinomios simétricos de grado par.

donde notamos que p(r, 2) tiene dos raices enteras (r = 0y r = 3) y los demés
polinomios sélo tienen una raiz entera, a saber r = 0.
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Ahora consideramos los siguientes polinomios simétricos de grado impar:
p(r,3),p(r,5),p(r,33), p(r, 101), p(r, 1001), p(r, 10001),

donde sus graficas se ilustran en la Figura 3.11. Donde observamos que los poli-
nomios tienen sélo una raiz entera r = 0.

100 F

50

-100f

-150

-200f

p(r,3)
o)

(

(i 33)
(r,101)
(r,1001)
(r,10001)

p
p
p
p
p

Figura 3.11: Algunas graficas de polinomios simétricos de grado impar.

Por lo tanto se intuye que el polinomio simétrico p(r,m) sélo tiene una raiz
entera, a saber r = 0, para m € N y m > 3. Sin embargo atn no se tiene una
demostracion formal.



Resultados

Por medio de los funtores homotépicos F,,(—) y SE(—) se logré construir y
calcular invariantes algebraicos para el segundo producto simétrico de graficas fi-
nitas, asi como la caracteristica de Euler de los (n, m)-ésimos productos simétricos
suspension de graficas finitas. Especificamente, logramos lo siguiente.

1.

Se clasificé por medio de homotopia los objetos de la categoria de los n-ési-
mos producto simétricos de gréficas finitas por medio de homotopia, donde
mostramos que el conjunto de todas las clases de equivalencia es numerable
y cada clase tiene un representante “universal”.

Se construyé un C'W-complejo de dimensién finita, que le llamamos toro
binomial y lo denotamos por T(n)
2

Se demostré que el toro binomial y el segundo producto simétrico de una
grafica finita, tienen el mismo tipo de homotopia.

Se calcularon los siguientes invariantes algebraicos:

= Grupo fundamental del segundo producto simétrico de graficas finitas.

= Grupos de homologia del segundo producto simétrico de gréficas fini-
tas.

= Grupos de cohomologia del segundo producto simétrico de gréficas
finitas.

Se calcularon los niimeros de Betti y la caracteristica de Euler del segundo
producto simétrico de graficas finitas

Demostramos que la asociacién SE(—) de es un funtor homotdpico.

Clasificamos los objetos de la categoria de los (n,m)-ésimos productos
simétricos suspension de gréficas finitas, por medio de homotopia. En cada
clase de equivalencia mostramos que tiene un representante distinguido el
cual es un “modelo universal”.

Demostramos que el (2, 1)-ésimo producto simétrico suspension de graficas
finitas tiene el mismo tipo de homotopia que la cuna de espacios proyecti-
vos (tantos como uno menos la caracteristica de Euler de la grafica finita
correspondiente) unién el toro binomial.
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9. Se hall6 el modelo universal de la clase de los (2, 1)-ésimo producto simétrico
suspension de graficas finitas.

10. Se calculd la caracteristica de Euler de los (n, m)-ésimos productos simétri-
cos suspension de graficas finitas.

11. Definimos un polinomio, llamado polinomio simétrico, asociado a una grafi-
ca finita, para dar soluciones particulares al problema: Dados m,n € N
con m < n, si X es un continuo tal que SF(X) es homeomorfo a F,(X),
entonces ;X es contractil?



Discusion

Tras describir los diferentes resultados obtenidos con la aplicacién de la teoria
de homotopia a los n-ésimos productos simétricos de graficas finitas y a los (n, m)-
ésimos productos simétricos suspension de graficas finitas, procede ahora realizar
unas discusiones que sirvan para consolidar lo obtenido, al tiempo que suponga
una futura linea para nuevas investigaciones.

Aplicar la teoria de homotopia a los n-ésimos productos simétricos fue de
gran ayuda pues por una parte se enriquecio la teoria y por otra parte logramos
construir un puente entre lo topolégico y lo algebraico. Por otra parte, decidir
si dos espacios topolégicos arbitrarios son homeomorfos es un problema dificil,
sin embargo, decidir si dos espacios son homotépicamente equivalentes es mas
manejable y es méas débil que homeomorfismos. En concreto, demostramos que
si dos graficas finitas tienen la misma caracteristica de Euler, entonces sus res-
pectivos n-ésimos productos simétricos son homotépicamente equivalentes. Luego
ser homotoépicamente equivalente es un invariante algebraico, por lo tanto si dos
graficas finitas tienen la misma caracteristica de Euler, entonces sus grupos de
homotopia, homologia y cohomologia de sus n-ésimos productos simétricos res-
pectivamente, son isomorfos. Asi notamos que la caracteristica de Euler de una
grafica finita jugo un papel importante en toda la investigacion que se realizo.
Cabe mencionar que las gréaficas que trabajamos solo consideramos sus vértices
y sus aristas, basicamente un CW-complejo de dimensién uno. Sin embargo, ain
no se han estudiado los n-ésimos producto simétricos de gréaficas que consideren
tanto aristas, vértices como caras.

La primera hipdtesis que se planted efectivamente es verdadera, es decir, mos-
tramos que F,(—) es un funtor homotépico. La segunda hipdtesis planteada se
cumplié parcialmente, pues solo calculamos explicitamente el grupo fundamen-
tal del segundo producto simétrico de una grafica, ain queda abierto calcular
explicitamente el grupo fundamental de los n-ésimos productos simétricos de
continuos que no son contraibles (salvo las curvas cerradas simples). La tercera
hipotesis también fue verdadera parcialmente, pues solo calculamos los grupos
de homologia y cohomologia de los segundos productos simétricos de una grafica
finita. Al menos para un caso logramos comprobar la cuarta hipotesis plantea-
da, a saber, resolvimos afirmativamente el siguiente problema, con informacion
algebraica: Sea G una grdfica finita. Entonces G es un drbol si y sélo si el grupo
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fundamental del sequndo producto simétrico de G es trivial. La hipdtesis cinco
planteada comprobamos que es verdadera, ya que mostramos que SF!'(—) es un
funtor homotépico. Por ultimo, La sexta hipdtesis se demostrdé que es verdade-
ra, pues calculamos explicitamente la caracteristica de Euler de los (n, m)-ésimos
productos simétricos suspension de graficas finitas.



Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo fue la innovacién en aplicar la Topologia
Algebraica a los Hiperespacios de Continuos, tal como se planted en los objetivos
del Anteproyecto de Investigacion. Especificamente, fue el de lograr la incursion
de la teoria de homotopia en los n-ésimos productos simétricos de un continuo X
(F.(X)) v en los (n,m)-ésimos productos simétricos suspensién del continuo X
(SF} (X)), consiguiendo una clasificacién por medio de homotopia de los objetos
de sus categorias respectivamente.
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Trabajo a Futuro

La investigacion que se realizd, abriéo nuevos problemas abiertos y conjeturas
para el trabajo a futuro, como se mencionan a continuacién.

Problema 3.5.11. Hallar el tipo de homotopia de F, (G), paran > 3 y G una
grdfica finita.

Problema 3.5.12. Hallar el tipo de homotopia del n-ésimo producto simétrico
de la cuna de k-circulos,

i=1
para toda n > 3 y toda k > 2.

Problema 3.5.13. Hallar el tipo de homotopia del espacio

r

SF,;;(\/z'),

i=1

para r,m,n €N con.m<n, m=>1,n>3yr>2.

Problema 3.5.14. Encontrar los representantes universales de las clases del
(n, m)-ésimo producto simétrico de una grdfica finita [SF[,‘L(G)} , en otras palabras

hallar el tipo de homotopia de SF! (G), para algunas (luego para toda) n,m € N,
conn>m,m=1yn > 3.

Problema 3.5.15. Calcular el grupo fundamental de los (n,m)-ésimo producto
simétrico de grdficas finitas, es decir, calcular:

1 (SF;}L(G)))
donde G es una grdfica finita y n,m € N, con n > m.

Problema 3.5.16. Calcular los grupos de homologia con coeficientes en los
nimeros enteros de los (n,m)-ésimos productos simétricos de grdficas finitas,
es decir, calcular:

H, (SF,(G), Z),

donde G es una grdfica finita y n,m € N, con n > m.

103



104 TRABAJO A FUTURO

Problema 3.5.17. Calcular los grupos de cohomologia con coeficientes en los
nimeros enteros de los (n,m)-ésimos productos simétricos de grdficas finitas, es

decir, calcular:
H"(SF;,(G). Z),

donde G es una grdfica finita y n,m € N, con n > m.

Problema 3.5.18. Sea G una grifica finita. Calcular los nimeros de Betti de
SF"(G).

Conjetura 3.5.19. El polinomio simétrico p(r,m) asociado a una grdfica finita
G de grado par, solo tiene dos raices reales, para todo m € N.

Conjetura 3.5.20. Consideremos el polinomio simétrico p(r,m) asociado a una
grdfica finita G de grado par. Si {r,,} es la sucesion de raices reales diferentes de
cero de los polinomios simétricos p(r,m), para cada m € N, es decir, para todo
m € N se cumple

p(Tma m) = O,

entonces la sucesion {r,,} converge a 2.

Conjetura 3.5.21. Todas las graficas de los polinomios simétricos asociados a
una grdfica finita G de grado par se intersectan en los puntos:

(—=1,2),(0,0),(1,-1) y (2,1).

Conjetura 3.5.22. Consideremos el polinomio simétrico p(r,m) asociado a una
grdfica finita G de grado impar. La inica raiz real de p(r,m), para todo m € N,
esrT =0.

Conjetura 3.5.23. Sea G una grdfica finita y m,n € N conm <n. Si SF'(Q)
es homeomorfo a F,(G), entonces G es un drbol.

Conjetura 3.5.24. Sea G una grdfica finita tal que F,(G) es un espacio con-
tractil, entonces G es un drbol.

Conjetura 3.5.25. Sea G una grdfica finita y m,n € N conm <n. Si SF'(G)
es un espacio contrdctil, entonces G es un drbol.
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Apéndice A

Tablas de la caracteristica de
Euler de SF(G)

Recordemos que la caracteristica de Euler del (n, m)-ésimos producto simétri-
co suspension de una grafica finita G es:

r—1
e (i Y CRV (hi |

donde r = 1 — |V(G)| + |E(G)|. Por otro lado, si G es una gréfica finita,
entonces por el Teorema 1.5.7
G~\/s",
i=1

luego SE(—) es un funtor homotépico, asi por el Teorema 3.2.1

MWW®)=1+QSFWC+WJ)

Jj=m

SFL(G) = mm(vsﬂ,
1=1

ademads la caracteristica de Euler es un invariante homotdpico (ver el Teorema
3.4.1 (b)), por ello

X(SFa(G)) = x(SFg(;\{Sl)).
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La tabla siguiente muestra la caracteristica de Euler de SF(G), cuando:

n=2, m=1, Y 0<r<20.

r lm=1
0 1
1 1
2 2
3 4
4 7
5 11
6 16
7 22
8 29
9 37
10 46
11 56
12 67
13 79
14 92
15 106
16 121
17 | 137
18 154
19 172

[\
(]

191
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La tabla siguiente muestra la caracteristica de Euler de SF(G), cuando:

n =23, 1<m<2, Y 0 <r<20.
rim=1m=2
0 1 1
1 1 1
2 1 0
3 0 -3
4 -3 -9
) -9 -19
6 -19 -34
7 -34 -55
8 -55 -83
9 -83 -119
10 | -119 -164
11| -164 -219
12 | -219 -285
13 | -285 -363
14 | -363 -454
15 | -454 -559
16 | -559 -679
17 | -679 -815
18 | -815 -968
19 | -968 | -1139
20 | -1139 | -1329
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La tabla siguiente muestra la caracteristica de Euler de SF(G), cuando:

n =4, 1<m <3, Y 0<r<20.

rim=1m=2|m=3

0 1 1 1
1 1 1 1
2 2 1 2
3 ) 2 6
4 12 6 16
d 26 16 36
6 ol 36 71
7 92 71 127
8 155 127 211

9 247 211 331

10| 376 331 496

11| 551 496 716

12| 782 716 1002
13 | 1080 | 1002 1366
14 | 1457 | 1366 1821
15| 1926 | 1821 2381
16 | 2501 | 2381 | 3061
17| 3197 | 3061 | 3877
18 | 4030 | 3877 | 4846
19 | 5017 | 4846 | 5986

6176 | 5986 | 7316

[\)
(@]




La tabla siguiente muestra la caracteristica de Euler de SF(G), cuando:

n =29, 1<m <4, Y 0<r<20.
rim=1m=2|m=3|m=4
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
2 1 0 1 0
3 -1 -4 0 -5
4 -9 -15 -5 -20
5 -30 -40 -20 -55
6 -75 -90 -55 -125
7 -160 -181 -125 -251
8 -307 -335 -251 -461
9 -545 -581 -461 -791
10 | -911 -956 -791 -1286
11 | -1451 | -1506 | -1286 | -2001
12 | -2221 | -2287 | -2001 | -3002
13 | -3288 | -3366 | -3002 | -4367
14 | -4731 | -4822 | -4367 | -6187
15| -6642 | -6747 | -6187 | -8567
16 | -9127 | -9247 | -8567 | -11627
17 | -12307 | -12443 | -11627 | -15503
18 | -16319 | -16472 | -15503 | -20348
19 | -21317 | -21488 | -20348 | -26333
20 | -27473 | -27663 | -26333 | -33648
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112APENDICE A. TABLAS DE LA CARACTERISTICA DE EULER DE SFY/(G)

La siguiente tabla muestra la caracteristica de Euler de SF”(G), cuando:

n =206, 1<m <5, Y 0 <r<20.
rim=1|m=2|m=3 | m=4| m=5
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
2 2 1 2 1 2
3 6 3 7 2 8
4 19 13 23 8 29
5 54 44 64 29 85
6 135 120 155 85 211
7 302 281 337 211 463
8 617 589 673 463 925
9 1171 1135 1255 925 1717
10 | 2092 2047 2212 1717 3004
11 | 3554 3949 3719 3004 5006
12 | H787 5721 6007 5006 8009
13 | 9088 9010 9374 8009 12377
14 | 13833 | 13742 | 14197 | 12377 | 18565
15 | 20490 | 20385 | 20945 | 18565 | 27133
16 | 29633 | 29513 | 30193 | 27133 | 38761
17 | 41947 | 41821 | 42637 | 38761 | 54265
18 | 58294 | 58141 | 50110 | 54265 | 74614
19 | 79630 | 79459 | 80599 | 74614 | 100948
20 | 107123 | 106933 | 108263 | 100948 | 134597




Apéndice B
Raices de p(r,400)

El polinomio simétrico de grado 400 es el siguiente
399 .
(r+g7—1 r+ 399
400) = 2 —1) .
p-100) =23 (A R G

Sus raices de p(r,400) se calcularon en el programa Mathematica versién 10.0.
Las 400 reices se muestran en las Figuras B.1, B.2 y B.3.

NSolve[2 Sum[ (-1) *j Binomial[r+3j-1, r-1], {j, 1, 399}] +
(-1) 2400 (Binomial[r+ 399, r-1]) =0, r]

{r—-743.694 -74.33351}, {r > -743.694+74.33351},

{r—-710.506-96.0861}, {r—>-710.506+96.0861}, {r > -686.102-111.6651},
{r—-686.102+111.6651}, {r > -665.956-123.9851},
{r—-665.956+123.9851}, {r > -648.442-134.1991i}, {r > -648.442 +134.1991},
{r—-632.758-142.908 1}, {r > -632.758+142.908 i}, {r > -618.443 -150.472 1},
{r—-618.443 +150.4721}, {r > -605.2-157.1291}, {r - -605.2+157.129 1},
{r—-592.827-163.042 1}, {r - -592.827+163.0421}, {r » -581.179-168.334 i},
{r—-581.179+168.3341}, {r >-570.145-173.0951}, {r » -570.145+173.0951},
{r->-559.643-177.397 1}, {r > -559.643+177.397 i}, {r > -549.606 -181.298 1},
{r--549.606+181.298 1}, {r > -539.98-184.842 1}, {r > -539.98 +184.842 1},
{r--530.722-188.0681}, {r > -530.722+188.0681i}, {r>-521.794-191.0091},
{r->-521.794+191.0091}, {r >-513.166-193.6921i}, {r>-513.166+193.692 1},
{r--504.813-196.1381}, {r > -504.813+196.138 1}, {r > -496.71-198.37 1},
{r—-496.71+198.371i}), {r > -488.84-200.4041i}, {r—>-488.84+200.4041},
{r—-481.184-202.2551}, {r » -481.184+202.2551}, {r » -473.728 -203.937 i},
{r—-432.531+211.0751}, {r > -426.169-211.851}, {r > -426.169+211.851},
{r—-419.931-212.5251}, {r > -419.931+212.5251}, {r > -413.812-213.1061},
{r—-413.812+213.106 1}, {r » -407.807-213.5961}, {r » -407.807 +213.596 i},
{r—-401.909-214.001 1}, {r » -401.909+214.0011}, {r » -396.115-214.3251},

N N N R A N )

=
=
Figura B.1: Raices de p(r,400).
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{r->-396.
{r—-> -384.
{r->-379.
{r->-368.
{r->-363.
{r->-353.
{r > -348.
{r > -338.
{r-> -333.
{r->-323.
{r->-319.
{r->-310.
{r->-305.
{r->-297.
{e—> =292,
{r>-284.
{r > -280.
{r'—> -272.
{r > -268.
{r->-260.
{r->-256.
{r—--248.
{r->-245.
{r > -237.
{r > -234.
{r->-227.
{r> -223.
{r>-216.
{r->-213.
{r->-206.
{r->-203.
{r->-197.
{r->-193.
{r->-187.
{r->-184.
{r>-178.
{r->-175.
{r->-1609.
{r->-166.
{r->-161.
{r > -158.
{r->-144.
{5 142,
{r->-137.
{r>-134.
{r->-129.
{r->-127
s = 122,
{r->-1109.
{r->-115.
{r->-112.

APENDICE B. RAICES DE P(R,400)

115 +214.325 1}, {r—>-390.42~-214.573 1}, {r-> —-390.42 +214.573 1},

82-214.7471}, {r—->-384.82+214.7471}, {r-
8511}, {r—->-373.892-214.8891}, {r
864 i}, {r—>-368.557+214.8641}, {r
778 1}, {r » -358.131-214.633 1}, {(r
4331}, {r—->-353.034+214.4331}, {r
181}, {r>-343.06-213.8761}, {r->

312 +214.
557 - 214.
304 +214.
034 -214.
011 +214.
179 —213.
365 +213
933 -212.
311 +211.
246 - 210
801 +209.
077 -208.
796 +207.

26242055
1 52 ~2:08
167 +:202:
336 -200.
487 +199.
919 -197.
1498} kel 965
879 -194.
279 +193.
197 -190.
713 +189.
857 -187.
484 +185.
844 -183.
577 4.1.82.
144 -179.
978 +178
745 -175.
677 +173.
635 -171.
661 +169.
806 -166.
923 +165.
246 -162.
452 +161.
907 =153
2824192
113 -149.
568 +147.
559 -144,

.094 +142.

241 -139.
853 +138.
153 -134.

5231}, {r > -338.

S12F i by LF S—328 ¢

1881}, {r > -323.
6571}, {r > -314.

L4771}, {r > -310.

179 +213.
617 -212
933+ 212.
749 - 211.
246+ 210

L6771}, {r

L4771, {r

3.3 3t
—~=32:84
—.—319%
-314.
—305:.

5231}, {r-
N
1881}, {r
0861}, {r

5

-

365 —.213.,
617 +212.
311 - 211.
749 +211.
801 -209.

~379.312-214.8511},
5 -373.892+214.8891},
5 -363.304-214.778 1},
5 -358.131+214.633 1},
5 -348.011-214.181},
~343.06+213.8761},

1221},
677 i},
6571},
0861},
831},

831}, {r—-301.412-209.147 i}, {r > -301.412 +209.147 1},
4291}, {r—>-297.077+208.4291}, {r > -292.796 - 207.678 i},
678 1}, {r > -288.567 - 206.8951}, {r » -288.567 +206.8951},
39-206.081}, {r—-284.39+206.081}, {r—> -280.262-205.2361},

2361}, {r - -276.
4611}, {r—>-272.
5321}, {r—> -264.
5961}, {r > -260.
5911}, {r > -252.

511}, {r > -248.919+197.51i}, {r -

436
224
087
756
562
122
876
3371}, {r
044 1}, {r
4151}, {r

- -241.
- -237.
- -230.
> =227.
-220.
-216.
-210.
-206.
-200.
-197.

ilffays AFEE
i},
i},
i},
i},
i},
i},

{ize
{r
{F
{r->
{r

{i

RN

368
994
2081},
7981},
9451},
502 i},
587 i},
116 i},
6271},
1051},
0391},
496 1},

- -187.
- -181.
- -178.
->-172.
- -169.
- -164.
- -161.
- -155.
-144.
— 139
-137.
-132.

i}, {r
1}y
{x
{r
{r
{ore
{x
{r
{r-
{r-
{r-
N

{1

183 - 204.
152 +203.
229 -201.
336 +200.
681 -198.

518 -195.
879 +194.
719 -191.
197 +190.
267 -188.
857 +187.
146 -184.
844 +183.
343 -180.
144 +179.

362 i}y A2 —3—=276,
4611}, {r—> -268.
5771}, {r—> -264.
5961}, {r - -2506.
5621}, {r— -252.

341
224
931
756
39 1.
122
614

L}y {EB=241 ¢
i}, - -234.
i}, - -230.
i}, - -223.
i}, -220.
i}, -213.
i}, -210.
3371}, {r->-203.
7371}, {r > -200.
4151}, {r->-193.

{r
{7
{r
{r->
{x

{i e

N
=
N

183 +204.
167 -202.
229 +201.
487 -199.
681 +198.

S8 & 195
279 -193.
719 +191.
713 -189.
267 +188.
484 -185.
146 +184.
577 -182.
343 +180.
978 -178.

3621},
5321},
5771},
5911},
5621},

-245.198 -196.436 1},

3411},
0871},
9311},
5621},
3511},
8761},
614 1),
044 1},
7371},
081},

.081}, {r->-190.845-176.731i}, {r>-190.845+176.73 1},

745+175.368 1}, {r—>-184.677-173.994 1},
64-172.607 1), {r>-181.64+172.607 1},

635+ 171.
718 -168.
806 +166.

07-164.051}, {r-

246 +162.
686 -159.
907+ 153
684 - 150.
113 +149.

2081}, {r
3771}, {r
9451}, {r

-158.
=il 1515
-142.
—Als3:9.5
-134.

5871}, {r
6351}, {r
6271}, {r
5751}, {r
0391}, {r

N

>
N
N
N

- -175.661-169.798
- -172.718 +168.377
- -166.923-165.502
-164.07+164.051},

452 -161.
686 +159.
2:82+=.157
684 +150.
568 - 147.

i},
i},

i},

116
635
105
579
496

i},
i},
]I]‘}I
i},
i},

05-145.9461i}, {r > -132.05+145.9461},
39i}, {r—>-129.559+144.391}, {r—>-127.094-142.828 1},
8281}, {r—>-124.655-141.261}, {r > -124.655+141.261},
6861}, {r—>-122.241+139.6861}, {r > -119.853-138.107 i},
1071}, {r>-117.49-136.5231}, {r>-117.49+136.523 1},
9341}, {r—>-115.153+134.934 1}, {r>-112.84-133.3411},
84 +133.3411i}, {r—>-110.553-131.742 i}, {r > -110.553+131.742 i},

Figura B.2: Raices de p(r, 400).
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-81.0462+109.0191i}, {r—>-79.1133-107.3791}, {r > -79.1133+107.379 1},
-77.203-105.7381}, {r—>-77.203+105.738 i}, {r->-75.3153-104.096 1},
-75.3153+104.096 1}, {r » -73.4501-102.453 1}, {r » -73.4501 +102.453 1},
-71.6072-100.809 1}, {r > -71.6072+100.8091}, {r > -69.7866 -99.1647 1},
-69.7866+99.1647 1}, {r > -67.9882-97.52021}, {r > -67.9882 +97.5202 1},
-66.2119-95.87551}, {r > -66.2119+95.87551}, {r—> -64.4576 -94.2311i},
~64.4576+94.2311}, {r—>-62.7252-92.5867 i}, {r - -62.7252 + 92.5867 i},
-61.0147 -90.9428 1}, {r » -61.0147 +90.9428 i}, {r > -59.326-89.2996 i},
-59.326 +89.2996 1}, {r—>-57.6591 -87.6572 1}, {r>-57.6591 +87.65721i},
-56.0138-86.0159i}, {r > -56.0138+86.0159 4}, {r > -54.3901 - 84.3757 i},
-54.3901+84.3757 1}, {r > -52.788-82.7369 1}, {r—>-52.788 +82.73691},
-51.2074-81.0996 1}, {r—»-51.2074+81.09961}, {r > -49.6482-79.4642 i},
-49.6482+79.4642 1}, {r > -48.1104-77.8307 1}, {r > -48.1104 +77.8307 1},
-46.594-76.19931}, {r—>-46.594+76.19931i}, {r > -45.0989 - 74.5703 1},
-45.0989+74.5703 1}, {r » -43.6251-72.9438 1}, {r > -43.6251 +72.9438 1},
49 1995718000 1}, (&= -49.1705+71. 9201 1], iz > 49,9471 69,6908 1],
-40.7411 +69.6993 i}, {r > -39.3309-68.081614}, {r > -39.3309+68.08161},
-37.9419-66.4673 1}, {r—>-37.9419+66.4673 1}, {r > -36.5741 - 64.8565 i},
-36.5741 +64.8565 1}, {r > -35.2274-63.24951}, {r > -35.2274 + 63.2495 1},
-33.9018-61.64651}, {r > -33.9018+61.64651}, {r > -32.5973-60.0476 1},
-32.5973+60.0476 1}, {r > -31.3139-58.45321}, {r » -31.3139+58.4532 1},
-30.0517 -56.86351i}, {r > -30.0517 +56.86354}, {r > -28.8106-55.27861i},
-28.8106+55.2786 1}, {r > -27.5907 -53.69891}, {r > -27.5907 +53.6989 1},
- 96,3919 52,1245 4}, {5 -26.3919+52.1045 1}, [ = —25.9148 - 50.5557 i},
-25.2143+50.5557 1}, {r > -24.0579-48.9928 1}, {r > -24.0579 +48.9928 1},
-22.9228-47.4361}, {r—-22.9228 +47.4361i}, {r > -21.8089-45.8857 1},
-21.8089+45.8857 i}, {r > -20.7164-44.3421i}, {r—>-20.7164 +44.342 i},
-19.6453-42.8053 1}, {r—-19.6453 +42.8053 1}, {r » -18.5957 - 41.2758 i},
-18.5957 +41.2758 i}, {r > -17.5676-39.754 i}, {r—>-17.5676 +39.754 i},
-16.561-38.241}, {r—>-16.561+38.241i}, {r—>-15.5762 -36.7343 i},
~ 155762 4 36: 7343 i}, 2= 14,6132 ~35:2371 1}; 2= -18,6132+35.2371 1}
136771, ~85. 788941 , [ = ~13.6721 453, 748911, (& > -12.7528-32.7901 i},
-12.7529+32.2701 i}, {r > -11.8559-30.80091}, {r > -11.8559 +30.8009 1},
-10.9813-29.3418 1}, {r >-10.9813+29.34181}, {r>-10.1293-27.8933 1},
~10:1293427: 8938 i}, (&S —9.3 — 264562 i}, [£—5>-9.3+26.4562 i},
~8.15828 25,0814}, (£ -8.40328 +25.031 1}, {r-=>-7.70878-23.617947,
-7.70878+23.61791}, {r—-6.94695-22.2161 1}, {r > -6.94695+22.2161 i},
-6.20986 -20.8257 i}, {r - -6.20986 +20.8257 1}, {r » -5.50037 -19.4489 1},
-5.50037+19.4489 1}, {r > -4.81874-18.09161}, {r > -4.81874 +18.0916 1},
-4.15865-16.7583 1}, {r > -4.15865+16.7583 1}, {r > -3.51042 -15.4444 1},

-

-

-

N N N A 2 N2
NN N N AN

-3.51042 +15.4444 1}, {r > -2.87423-14.1351 1}, {r > -2.87423 +14.1351 1},
-2.26541-12.8198 1}, {r > -2.26541+12.81981i}, {r - -1.70777 -11.5003 i},
-1.70777+11.50031}, {r—>-1.23591-10.19771}, {r>-1.23591+10.1977 1},
-0.868172-9.01751}, {r—>-0.868172+9.01751}, {r>-0.378278-8.0049 1},
-0.378278 +8.0049 1},m, {r—>0.217002 - 6.88394 1},

0.217002 +6.88394 i}, {r » 0.745379 -5.69194 1}, {r » 0.745379 +5.69194 1},
1.19553 - 4.49249 1}, {r > 1.19553 +4.492491i}, {r - 1.57097 - 3.30833 1},
1.57097 +3.30833 1}, {r—>1.8711-2.153351i}, {r—>1.8711+2.153351},

2.08745-1.04548 i}, {r > 2.08745 +1.04548 i}, |{r » 2.17651}

Figura B.3: Raices de p(r,400).
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Apéndice C

Raices de p(r,41)

El polinomio simétrico de grado 41 es el siguiente
2 r+j—1 7+ 40
41)=2) (-1) - :
pa1) =231 G Ry

Sus raices de p(r,41) se calcularon en el programa Mathematica versién 10.0,
la cuales se muestran en las Figuras C.1.

p[m_] :=28Sum[(-1) *jBinomial[r+j-1,r-1], {j, 1, m-1}] +
(-1) “m (Binomial[r+m-1, r-1])
NSolve[p[41] == O,r]

{r>-62.5736-20.33241i}, {r—>-62.5736+20.33241},

{r--51.8999-23.263914}, {r—>-51.8999+23.26391}, {r > -44.2327 -24.3358 1
(r—>-44.2327 +24.3358 1}, {r > -38.0433-24.46731}, {r - -38.0433 +24.4673 i
(r—-32.7894 -24.0243 1}, {r - -32.7894 +24.02431}, {r » -28.208 - 23.1967 i}
{r—-28.208+23.1967 i}, {r > -24.1489-22.09791}, {r - -24.1489+22.0979 i}
{r—>-20.5179-20.8019 i}, {r—-20.5179+20.80191}, {r—-17.2514-19.3606 i
{r->-17.2514+19.3606 i}, {r- -14.3046-17.8118 i}, {r > -14.3046+17.8118 i
{r—-11.6449-16.1851}, {r—>-11.6449+16.1851}, {r - -9.24751 - 14.5045 i},
(r—>-9.24751 +14.50451}, {r - -7.09165-12.78911}, {r - -7.09165+12.7891 i
{r—>-5.16595-11.0468 1}, {r - -5.16595+11.04681}, {r - -3.49259 - 9.29589 i
{r--3.49259+9.29589 i}, {r—>-2.06614-7.642441}, {r > -2.06614+7.64244 i
(r—-0.696488 - 6.09242 1}, {r - -0.696488 + 6.09242 1},m,

{r—0.590732 - 4.41844 i}, {r - 0.590732 + 4.41844 i}, {r - 1.59182 - 2.6225 i},

-

1.59182 +2.62251}, {r->2.19249-0.8440191}, {r—>2.19249 +0.844019 i}

Figura C.1: Raices de p(r,41).
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